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Математическое моделирование течения в разветвленной обходной 
галерее 

Тимофеева О.А. 
ГУМРФ им. адм. С.О. Макарова 

 
В статье исследуется течение в поворотной области галереи с двумя выходами 

(рис.1). На выходе потока скорости распределены неравномерно (выше у вогнутой 
стенки). Для уменьшения максимальных скоростей в [1] после лабораторных 
исследований было предложено применить гасители скоростей в виде выступов, 
расположенных на вогнутой стороне вертикальной стенки галереи. Модель разветвленной 
галереи представляет обобщение модели [2] для галереи с одним выходом. 

 
Рис. 1. План обходной разветвленной галереи с выступами 

Рассмотрим течение на выделенном участке I (рис.1), расчетная схема которого 
представлена на рис. 2. 

 
Рис. 2. Расчетная схема 

Течение в этой области состоит из трех вихревых течений: вихревое с 
завихренностью 0 0, 0ω ω− >  в области 0D , вихревое с завихренностью 1 1, 0ω ω >  в области 

1D , вихревое с завихренностью 2 2, 0ω ω >  в области 2D . 
Для функции тока получаем квазилинейное уравнение Лаврентьева-Гольдштика с 

разрывной правой частью 
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с граничными условиями, указанными на рис. 2; дополнительное условие: 
1

1Q
γ

ψ = , 

2
2Q

γ
ψ =  так как кривые 1γ , 2γ  являются линиями тока. 

Значение 1Q  определяется в точке разветвления галереи при решении задачи для 
области, показанной на рис.3: 0ψ ωΔ = , на входе и выходе потока ( 1Γ ) линии тока 

I 
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расположены ортогонально границе, т.е. 0
n
ψ∂

=
∂

, на нижней части границы функция тока 

равна нулю, а на верхней равна расходу жидкости 2Q  ( 2Γ ). 

 
Рис. 3 

Линии раздела 1γ , 2γ  (рис.2) находим итеративно. Отдельные итерации представляют уже 
решение линейного уравнения Пуассона при фиксированных 1γ , 2γ , форма которого 
имеет вид: 

( ) ( ) ( )( )2 2
1 1,1 2,1 2 1,2 2,2 0 1,1 1,2 3 4/ 4x yψ ω ψ ψ ω ψ ψ ω ψ ψ ψ ψ= + + + + + + + + + , 

где 1,
1 1ln

2
i

i
D

d
z

ψ ζ
π ζ

=
−∫∫ , 1, 2i =  - потенциал площади, 

 2,iψ , 1, 2i =  - решение задачи 2, 0iψΔ =  в D  с граничными значениями: 

 
1 1

2, 1,i i

n n
ψ ψ

Γ Γ

∂ ∂
= −

∂ ∂
, 

2 2
2, 1,i iψ ψ

Γ Γ
= − , 

 3ψ  - решение задачи 3 0ψΔ =  в D  с граничными значениями: 

 
( )( )

1
1

2 2
1,1 1,23

/ 4x y

n n

ψ ψψ

Γ
Γ

∂ − − − +∂
=

∂ ∂
, ( )( )

2
2

2 2
3 1,1 1,2 / 4x yψ ψ ψ
Γ Γ
= − − − + , 

 4ψ  - решение задачи 4 0ψΔ =  в D  с граничными значениями: 
1

4 0
n
ψ

Γ

∂
=

∂
, 

2
4 0ψ ψ
Γ
= . 

Численная процедура решения интегрального уравнения сводится к линейным 
системам с последующим использованием для их решения пакета LinearAlgebra системы 
компьютерной математики Maple [3,4] 

( )1E E B A+ − + −⎡ ⎤⎣ ⎦
2

2n

ψ

ψ

⎡ ⎤
⎢ ⎥∂⎢ ⎥
∂⎣ ⎦

= ( )1A E E B− + −⎡ ⎤⎣ ⎦
2

2

n
ψ

ψ

∂⎡ ⎤
⎢ ⎥∂⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

относительно неизвестных 
2

2n

ψ

ψ

⎡ ⎤
⎢ ⎥∂⎢ ⎥
∂⎣ ⎦

. 

На линиях iγ , 1, 2i =  раздела вихревых течений используем условие равенства 
функции тока ψ  значению iQ . На этом этапе корректируем значение iω , и происходит 
исправление линии iγ  на уровень iQψ = . Повторяем процесс для новых iγ , 1, 2i = . 
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На рис. 4 представлены построенные области отрывных течений в галерее с 

выступом и без. Значения параметров: 1 4.613Q = , 2 8Q = , 0 0.4ω = . Точность вычислений 
значений функции тока 0.01. Для галереи с выступом: 1 5.45ω = , 2 5.08ω = . Из рисунка 
видно, что наличие выступа сдвигает область обратного течения, расположенную на 
нижней границе. 

 
Рис. 4. Наложение линий тока в двух типах галерей 

Изменение величин скоростей на уровне 0y =  в выходных каналах (для разного 
распределения скорости на выходе потока) представлено на рисунках 5,6. Для рисунков б 
скорость на выходе изменяется по формуле 10Q xψ = ⋅ . На рисунках 5,6 следующие 
обозначения: — 1 - для области с выступом,  ···· 2 - для области без выступа. 

 

 
Рис. 5. Графики скоростей для выхода 1 

 

 
 

Рис. 6. Графики скоростей для выхода 2 
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Результаты вычислений подтверждают лабораторные исследования [1], связанные 

с использованием выступов для отклонения потока, поскольку действительно позволяют 
снизить скорости у внешних стенок любого канала галереи при любом распределении 
скоростей течения, что обобщает результаты [5,6]. 
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Задача о пластическом сжатии многослойной пластины 
Кадымов В. А. 

МГГЭУ 
 

1.  Плоская задача о сжатии тонкой пластической полосы толщиной 2 ( )h t  между 
двумя сближающимися плитами относится к одной из немногих задач механики 
пластических тел, которая имеет точное решение. В предположениях, что в плоскости 
течения (в вертикальном разрезе) касательные напряжения не зависят от поперечной 
координаты, Л.Прандтль [1, 2] получил решение относительно напряжений 

2
0 0 2, , 2 1s

xz zz s xx s
x x zz c c

h h h h
τ

σ σ τ σ τ
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎜ ⎟= − = − = − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

                                     (1) 

 
которое Надаи дополнил кинематикой течения 

2
0 0 12, 2 1z x zv v u v c

h h h

⎛ ⎞
⎜ ⎟= − = + − +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 .                                                                           (2) 

 

Здесь sτ – предел текучести материала полосы на сдвиг; 0
dhv
dt

= −  –  скорость 

сближения плит;  0 1,c c  – постоянные, которые определяются из краевых условий. Отметим, 
что решение (1),(2) тем точнее описывает процесс пластической осадки, чем тоньше слой      
( 1,h L L<< −характерный линейный размер полосы). Подчеркнем, что решение Прандтля-
Надаи (1), (2) удовлетворяет краевым условиям как на свободных концах полосы, так и в 
центральной части в интегральном смысле. Поэтому принять считать, что данное решение 
справедливо вдали от середины растекающегося пластического слоя, и от ее свободных 
концов (аналог  принципа Сен-Венана). В работе [1] проведен анализ решения Прандтля-
Надаи, предложены гипотезы, на основе которых построена осредненная по толщине слоя 
эффективная математическая теория течения в тонком пластическом слое (ТТТПС). На 
контактных поверхностях принимается условие полного проскальзывания материала, а 
касательные напряжения достигают максимального значения, равного пределу текучести 
материала слоя на сдвиг [3], В рамках этой модели А.А.Ильюшин сформулировал краевую 
задачу общего вида (которую условно принято называть моделью «вязкой жидкости» в силу 
того, что осредненные по толщине физические уравнения среды напоминают уравнения 
линейно-вязкой жидкости с коэффициентом трения, зависящим от времени [1,с.192-219])  в 
области с подвижной границей относительно трех неизвестных функций -контактного 
давления и двух компонент скорости течения. Для случая свободного растекания 
пластического слоя, при котором отсутствуют кинематические ограничения в плоскости 
течения, он указал на возможность упрощения  постановки до модели «идеальной 
жидкости», в которой пренебрегаются касательными напряжениями. Разработаны различные 
математические методы решения задач (метод аналогий с песчаной насыпью, метод 
преобразований Лежандра, вариационные методы), с которыми можно ознакомиться в [4]. 
Исследована кинематика процесса растекания пластического слоя, выведено 
дифференциальное уравнение параболического типа для определения плоского в плане 
контура области, занятой растекающимся пластическим слоем, представлены классы 
решений подобия этого уравнения [5]. Получены другие формы представления 
эволюционного уравнения растекания пластического слоя; установлено, что уравнение 
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растекания пластического слоя является частным случаем нелинейного уравнения 
теплопроводности [6].  

ТТТПС была развита на горячие процессы. Исследована плоская задача о сжатии 
предварительно  нагретой полосы холодными внешними телами [1, с. 243-288]. В результате 
интенсивного теплообмена образуются приконтактные слои затвердевания. Для определения 
истинной границы течения используется принцип минимума мощности внешних сил. 

В работе [7] получено решение плоской задачи об осадке пластического слоя с 
неоднородными свойствами по толщине ( ( )s s zτ τ= ) в изотермической постановке: 

2 2
0 0, , 2 ( ) ( ) ,xz zz xx saz b ax c ax c z az bσ σ σ τ= + = − − = − − + − +  

0 0 12 2
0

2,
( ) ( )

z

s

z x az bv v u v dz c
h h h z az bτ

⎛ ⎞+⎜ ⎟= − = + +
⎜ ⎟− +⎝ ⎠

∫ ,                                                      (3) 

в котором  постоянные ,a b  находятся из краевых условий на контактных поверхностях 
z h= ± , а  0 1,c c   определяются из соответствующих краевых условий на свободном конце и в 
центре полосы, которые выполняются в интегральном виде. При этом решение (3) имеет 
смысл лишь в том случае, если выполнено условие: 

( ).xz saz b zσ τ= + ≤                                                                                                           (4) 
В [8] решена плоская задача о пластическом сжатии трехслойной полосы с кусочно-

однородными и симметричными свойствами по толщине: 

1, 1
1 2

2 1 2
( ) ; ( )

,
s

s s s s
s

z h
z

z h h

τ
τ τ τ τ

τ

⎧ <⎪= = ≤⎨
< +⎪⎩

, 

причем допускается проскальзывание вдоль контактных границ между составными слоями. 
          В [9] решена задача Прандтля для слабо неоднородного по пределу текучести 
пластического слоя. 

2. Ставится и решается плоская задача о сжатии двухслойной биметаллической  
полосы в рамках модели жесткопластического тела (рис.1). Предположим, что пластическое 
течение происходит только в «мягком» слое, а второй слой при этом остается жестким.  

Выпишем замкнутую систему уравнений краевой задачи: 

0; 0xx xz zx zz
x z x z
σ σ σ σ∂ ∂ ∂ ∂

+ = + =
∂ ∂ ∂ ∂

 ,                                                                                 (5) 

( )2 2 2
14 4xx zz xz sσ σ σ τ− + =  ,                                                                                                 (6) 

2 0xz

xx zz

u v u v
x z z x

σ
σ σ

∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞− − − =⎜ ⎟− ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
,                                                                                       (7) 

0u v
x z
∂ ∂

+ =
∂ ∂

  .                                                                                                                      (8) 

Краевые условия задачи: 

10 : ; 0xz sz vσ τ= = =  ,                                                                                                  (9) 
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( ) 1

1 1 0: ;xz s
dhz h t v v
dt

σ τ= = − = − =  .                                                                    (10) 

Кроме того, необходимо поставить краевые условия на неизвестной свободной 
границе ( ), , 0F x z t = , которая в начальный момент задана уравнением ( )0 0, , 0F x z t l x≡ − = . 

 

В рассматриваемом случае, при котором течение наблюдается в одном слое, остается 
в силе решение (3), в котором надо положить 1( )s sz constτ τ≡ = . 

 

Рис.1. Пластическая осадка биметаллической полосы 

 

Постоянные ,a b    определяются из следующих краевых условий: 

1

1 1 1

0 : 0 ,
: ,

s xz

s xz

z a b
z h a h b

τ σ
τ σ

= = = ⋅ +
= − = = ⋅ +

 

из которых получаем: 
1

1
1

2, s
sb a

h
τ

τ= = −  

Постоянная 0c  находится из интегрального условия на свободной границе x l= ,        

( 0 0
( )

l hl
h t

=
   

– условная средняя граница): 

1

0
0

h

xxdzσ =∫ , 

откуда следует (см. приложение1), что 
1 1

0 1
1 1

2 21
4

s
s

l h lc
h l h
τ π τ⎛ ⎞= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∼ ,  

при этом мы учли условие тонкости слоя ( 1h l << ). 
Следовательно, поле напряжений имеет вид: 

2
1 1

1 0 0 1
1 1 1 1

2 22 21 , , 2 1 1s s
xz s zz xx s

z zx c x c
h h h h

τ τ
σ τ σ σ τ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − = − = − + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 .         (11) 
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Теперь можем найти общее потребное усилие для осуществления процесса пластической  
осадки 

2 2
1 1 11

(1) 0 0
1 1 1

2 4 42 1
4

l l
s s s

zz
l l

l lhQ dx x c dx c l
h h l h
τ τ τπσ

− −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = − = = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

∫ ∫ ∼  .                 (12) 

Итак, в рассматриваемом случае, при котором течет только «мягкий» слой, 
определили напряжения (11), а также величину потребного усилия Q . Кроме того, как 
нетрудно заметить, имеет место условие (13),при котором прямая II располагается ниже 
прямой I (см. рис.2): 

τ

z
0

h1 h1+h2

τ

-τ

-τs2

s1

s1

I

II

α 1

α 2

 
Рис.2. Пластическое течение в двухслойной полосе (а)  
 

        
1 1 2

1 1 2

2 s s s
h h h
τ τ τ+<

+
,                                                                                                       (13)                        

которое подтверждает выполнимость  условия (4) в области 10 z h< < , занятой «мягким» 
слоем. Таким образом, в результате осадки пластического слоя уменьшается 1h   
до некоторого значения 10h , такого что  

           1 1 2

10 10 2

2 s s s
h h h
τ τ τ+=

+
 ,                                                                                                   (14)         

и в дальнейшем пластическое течение распространяется на весь объем двухслойной полосы. 
Предположим теперь, что течет вся полоса. Для этого случая можем принять решение 

(3), в котором надо положить 
1, 1

1 2
2 1 1 2

0
( ) ;( )

,
s

s s s
s

z h
z

h z h h h

τ
τ τ τ

τ

< <⎧⎪= ≤⎨
< < + ≡⎪⎩

 

Аналогично тому, что мы проделали в предыдущем случае, найдем постоянные ,a b  
из соответствующих условий на контакте: 

1

1 2 1 1 2

0 : 0 ,
: ( ) ,

s xz

s xz

z a b
z h h a h h b

τ σ
τ σ

= = = ⋅ +
= + − = = ⋅ + +

 



17 
Кадымов В. А. 

 
 
из которых следует, что 

1 2
1

1 2
, s s

sb a
h h
τ τ

τ
+

= = −
+

 

Напряжения в области течения принимают вид: 

     

1 2 1 2
1 0

1 2 1 2
, ,s s s s

xz s zzz x c
h h h h
τ τ τ τ

σ τ σ
⎛ ⎞+ +

= − + = −⎜ ⎟+ +⎝ ⎠                                                       (15) 

    

2
21 2 1 2

0 1
1 2 1 2

2 ( ) .s s s s
xx s sx c z z

h h h h
τ τ τ τ

σ τ τ
⎛ ⎞+ +

= − + − −⎜ ⎟+ +⎝ ⎠   
Заметим, что условие (4) относительно решения (15) выполняется теперь во всей области

1 20 z h h< < + .

 
Иначе говоря, в рассматриваемом случае  прямая II располагается выше 

прямой I (см.рис.3), то есть 
 

 Рис.3. Пластическое течение в двухслойной полосе (б) 
 

          
1 2 1

1 2 1

2 .s s s
h h h
τ τ τ+ <

+
                                                                                                      (16)        

 Утверждение 1. Условия  (13), (16) в точности совпадают с условием, выведенным 
А.А. Ильюшиным [1] из принципа минимума мощности внешних сил: 
истинному положению границы течения (неоднородного по толщине пластического слоя) в 
данном состоянии соответствует минимум мощности, потребной для протекания процесса. 
При заданном законе сближения плит минимуму мощности отвечает условие минимума 
внешних усилий.   
Для подтверждения приведенного выше утверждения достаточно вычислить потребное 
усилие сжатия полосы относительно второго случая, при котором течет вся  
биметаллическая полоса: 
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         1 2
(2) 0 0

1 2
2 .

l l
s s

zz
l l

Q dx x c dx c l
h h
τ τ

σ
− −

⎛ ⎞+
= = − =⎜ ⎟+⎝ ⎠
∫ ∫                                                     (17) 

Найдем постоянную интегрирования 0c , входящую в (17):  
 

1 2

0
( , ) 0

h h

xx x l z dzσ
+

= =∫ , 

 
1

2 21 2 1 2
0 1

1 2 1 20
2 ( ) ( ) 0

h
s s s s

s sl c z z dz
h h h h
τ τ τ τ

τ τ
⎛ ⎞+ +

− + − − + =⎜ ⎟⎜ ⎟+ +⎝ ⎠
∫ , 

1 2 1 2
0

1 2 1 2
(1 ( ))s s s shc l O llh h h h

τ τ τ τ+ +
= +

+ +
∼ , 

где  ( )hO l – бесконечно малая одного порядка с h
l . 

Подставим последнее выражение в (17): 
 

        

2 21 2 1 2
(2)

1 2 1 2
2 (1 ( )) 2s s s shQ l O llh h h h

τ τ τ τ+ +
= +

+ +
∼   .                                                             (18) 

 
Из (12) и (18) видно, что случаю пластического течения всей биметаллической полосы 

отвечает условие (16), которое в свою очередь совпадает с условием минимума внешних сил. 
 

3. В предыдущем разделе мы представили метод определения истинного положения 
границы течения неоднородного по толщине тонкого пластического слоя. А теперь, зная 
границу области течения, можем приложить сказанное к решению задач о пластическом 
сжатии многослойных пластин. В качестве примера рассмотрим  осесимметричную задачу о 
пластическом  сжатии биметаллической пластины (рис.4) в плане формы кольца ( )a r b≤ ≤ , 
у которого внутренний конец  остается неизменным (затекание в пазы в одном из тел 
инструмента), а внешний контур свободно растекается ( ( )b b t= ).  

Предположим, что пластическое течение происходит во всем объеме так, что 
выполняется условие 

 

                    

1 2 1

1 2 1

2s s s
h h h
τ τ τ+ <

+
 .                                                                                                                     (19)  

Отметим, что граница раздела двух пластических сред 10
1

10 20
( ) ( ) ( )hh t z t h t

h h
≡ =

+
определяется как решение следующей задачи Коши 
    

                        0 10 1 2
1 ; ( ) ; 0dz dh z z t t h z h h

dt h dt
= = = ≤ ≤ +  . 
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Рис.4. Пластическая осадка тонкой пластины в плане формы кольца 

 
Будем ставить и решать задачу в упрощенной постановке ТТТПС. Выпишем 

основные соотношения задачи в полярной системе координат: 
 

                    
1 2

1 2
; ,s sp w w d

r h h r r dt
τ τ λ+∂ ∂

= + =
∂ + ∂

∓                                                                   (20) 

                 
1 1 2 2 1 1 2 2

0
1 2 1 2

: ; ( ) : 2 .s s s sh h h hr a p r b t p
h h h h

σ σ σ σ+ +
= = = =

+ +
                            (21)   

 
Интегрируя уравнение равновесия (20) со стороны внутренней, а затем внешней 

границы области, и приравнивая найденные значения контактного давления, определим из 
условия непрерывности неизвестную линию ребра поверхности давлений (линию ветвления 
течения) 0r r= : 

 

( ) ( )1 2 1 1 2 2 1 2 1 1 2 2
0 0 0

1 2 1 2 1 2 1 2
2 3 3s s s s s s s sh h h hr a b r

h h h h h h h h
τ τ τ τ τ τ τ τ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + +

− − = − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
, 

 
откуда с точностью до h L получаем 

                                  0 0
1 ( ( ) )
2

r b t a= + .                                                                                     (22)            

Интегрируя уравнение несжимаемости (20) с учетом условия на ребре ( )0 0w r r= = , 
находим:  
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( )

2
01 .

2
rdw r r

dt r
λ ⎛ ⎞

= −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                                                                   (23)                      

Теперь с учетом условия (23) можем найти закон изменения свободной границы 
 из решения задачи Коши: 
 

                         ( ) ( )( ) ( )
2

0 00
0 0

31 ; .
2 8

b a b ardb dw b b b t t b
dt dt b b

λ ⎛ ⎞ + −
= = − = = =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 В результате получаем в неявном виде зависимость ( )b b t= : 

                  
( )( )0

0 0 0
8 8

3 3
db dba d

b a b a b a
λ+ =

+ + −∫ ∫ ∫ , 

                           

2 3 2
( )0 0 0

0 0 0 0

3 .
3 ( )

tb a b a he
b a b a h t

λ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ −
= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Выпишем теперь значение максимального контактного давления в точках ребра: 
 

           ( )1 2 1 1 2 2 1 2 0
max 0 0

1 2 1 2

( )2 3
( ) 2

s s s s s sh h b t ap r a
h h h h h t
τ τ τ τ τ τ⎛ ⎞+ + + −⎛ ⎞= − − ≈⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + ⎝ ⎠⎝ ⎠

. 

 Полученное решение может быть использовано в решении практических 
технологических задач обработки металлов давлением.  
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Приложение 

 
Определение постоянной интегрирования 0c . 
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Идентификация уравнений пластичности при сложном нагружении 
 

      Молодцов И.Н., Бабаева Д.О. 
 МГУ имени М.В.Ломоносова 

 
Введение 

 
 В рамках теории упругопластических процессов А. А. Ильюшина рассматривается  
сложное упругопластическое нагружение материалов. Для описания их свойств 
используются четырехчленные квазилинейные определяющие уравнения связи между 
векторами-девиаторами напряжений и деформаций. В [2] напряжения и деформации были 
связаны квазилинейными дифференциальными уравнениями первого порядка, которые были 
получены из трёхчленной формулы А. А. Ильюшина путём добавления слагаемых, не 
совершающих элементарной работы. Уравнения, описывающие процесс деформации, были 
построены аналогичным образом, при этом в соответствии с теоремой изоморфизма [1] 
вместо элементарной работы была использована дополнительная работа. Далее на основании 
указанной теоремы дополнительные и основные функционалы процессов связывались между 
собой соотношениями, обеспечивающими тождественность прямого и обратного процессов. 
В результате было получено единое уравнение, содержащее три функционала, которое 
описывает одновременно и процесс деформации, и процесс нагружения. В настоящей работе 
идентификация функционалов производится на основе экспериментальных данных об 
упругопластическом деформировании мягких сталей при нагружении по трёхмерным 
траекториям постоянной кривизны и кручения. Анализ этих данных показал свойство 
соосности цилиндров, на которые довольно скоро начинают ложиться винтовые траектории 
деформации и нагружения. Это свойство в виде специальной аппроксимации траектории 
нагружения содержит четыре неизвестных скалярных параметра и закладывается в 
процедуру калибровки функционалов. В настоящей работе приводятся представления 
функционалов теории через скалярные параметры траекторий деформации и нагружения, а 
также совершается механически корректный переход от исходных функционалов к 
определяющим функционалам, которые, как показал эксперимент, порождают в материале 
следовые реакции. Из четырех скалярных параметров два определяются приближенно через 
геометрические характеристики траектории деформаций, которые можно получить из 
определяющих уравнений теории средних кривизн. Поскольку вышеописанный подход с 
удовлетворительной точностью описывает все экспериментальные данные [4], можно 
считать основное уравнение пригодным для описания процессов сложного нагружения по 
траекториям деформаций с широким диапазоном изменения  параметров внутренней 
геометрии траектории.   
 

Определяющие уравнения и экспериментальные данные 
 
 Рассматриваются процессы сложного упругопластического нагружения материалов. 
Для описания их свойств используются стандартные обозначения, принятые в теории 
упругопластических процессов А. А. Ильюшина [1]. Так, σ  и ε  обозначают пары 
пятимерных векторов напряжений и деформаций, построенных на базе девиаторов 
соответствующих тензоров, ,n nσ ε − их направляющие векторы. В [2] векторы напряжений и 
деформаций связываются между собой определяющими уравнениями 
 

                  
( )2 2 2

( ) , ( ) ' , ' ,

( , ), 1 , ' ( ) ( ) .

d d d dQ P Q n n N Q n n
ds ds ds ds

n СПn
СП n n СП n ds d

σ σ ε ε

ε σ
σ ε ε

σ ε ε ε

ε

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

−
≡ Ψ ≡ − ≡ ≡

Ψ

           (1) 
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где , ,P N Q – функционалы процесса, s – длина дуги траектории деформаций. Целью работы 
является идентификация функционалов в экспериментах по сложному нагружению [4]. В 
указанных экспериментах тонкостенные стальные трубки (сталь 45) нагружались осевой 
силой, крутящим моментом и внутренним давлением по специальным программам 
деформирования, отвечающим винтовым траекториям деформаций с постоянными 
кривизной и кручением. 
 Уравнение (1) эквивалентно системе уравнений 
 

    ( )

( )

1

/ / / /
1 1 1

/ / / /
1 1

cos ,

, cos ( , ) , (2)

, cos ( , ) ,

d P
ds
d d dn n n Q n n n n n
ds ds ds

d dn n n N n n n n
ds ds

σ ε ε σ ε ε

σ ε ε σ ε ε

σ θ

σ σ σ θ

σ σ θ

⎧
⎪ =
⎪
⎪⎛ ⎞⎪ ⎛ ⎞− − = − −⎨ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠⎪
⎪⎛ ⎞⎛ ⎞⎪ + = +⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎪⎝ ⎠⎩

  

 
в каждое из которых входит только по одному функционалу процесса. Первое уравнение 
определяет интенсивность деформаций ,σ  второе и третье – проекции скорости изменения 
напряжений на плоскость векторов напряжений и деформаций и соответствующее 
ортогональное дополнение. Таким образом, представление основного уравнения в форме (2) 
делает наглядным геометрический смысл функционалов. Вид системы (2) свидетельствует о 
том, что функционалы можно вычислять независимо друг от друга. В этом заключается 
существенное преимущество рассматриваемого определяющего уравнения по сравнению с 
другими вариантами, которым сопутствуют значительные трудности в выборе процессов для 
проведения идентификации. Анализ экспериментальных данных [4] показал, что для этой 
цели вполне достаточно трёхмерных процессов. Калибровка проводится следующим 
образом: экспериментальные данные о процессе нагружения или деформирования 
представляются в виде соответствующей траектории в девиаторном пространстве, 
траектория параметризуется длиной дуги траектории деформации, и, наконец, с помощью 
системы (2) вычисляются функционалы. Приведённый выше алгоритм был реализован на 
винтовых траекториях деформаций с постоянными параметрами внутренней геометрии, но 
результат оказался малоинформативным. Помимо проблем, связанных с необходимостью 
дифференцирования экспериментальных данных, было обнаружено, что на таких 
траекториях функционалы ,N Q являются сингулярными. Это обстоятельство значительно 
усложнило процедуру идентификации функционалов, поэтому было целесообразно заняться 
более внимательным исследованием геометрического смысла уравнений (1). 
  Для трехмерных процессов деформаций направляющие векторы напряжений и 
деформаций представляются в локальном репере Френе разложениями:  
 

( ) ( )1 1 1 2 2 2 3 1 1 1 2 2 2 3cos sin cos sin , cos sin cos sinn n n n n n n nσ εθ θ θ θ ϕ ϕ ϕ ϕ= − − = − − . 
 
Тогда из уравнения (1) следует система уравнений для углов 1 2, :θ θ  
 

                              

1 1
1 2 1 1

2 1 1
2 1 2 1 2 2

1

cos sin sin , (3)

cos sin sin sin( ), (4)
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d NQ
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d N
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θ κ θ θ θ
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θ θκ κ θ ϕ θ ϕ
θ σ

⎧ = − − Δ⎪⎪
⎨
⎪ = − − −
⎪⎩
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2

2
1 1 1 1 2 2 1, sin cos cos sin cos( ), .Q NNω θ ϕ θ ϕ θ ϕ ωΔ −

≡ Δ ≡ − − ≡
Ψ Ψ

 

   
Здесь 1 2,κ κ −кривизна и кручение траектории. В (3) и (4) участвует комбинация из 

функционалов, фигурировавших ранее, – функционал 1N , который регулирует скорость 
изменения угла 2 ,θ  определяющего положение вектора напряжений относительно 
соприкасающейся плоскости, вдоль траектории процесса. 

Рассмотрим векторы  
 

( ) ( )* *
1 1 1 2 2 2 3 1 1 1 2 2 2 3cos sin cos sin , cos sin cos sin .n n n n n n n nσ εθ θ θ θ ϕ ϕ ϕ ϕ≡ + − ≡ + −  

 
Нетрудно проверить соотношения: *( , ) 0n nσ σ = , *( , )n nσ εΔ = . При этом 

2 2 2
1 2 2sin sin ( )ϕ θ ϕΨ = Δ + − . Следовательно, два определяющих функционала входят в 

правую часть уравнения (3) равноправно, что говорит о том, что они ограничены. 
 Далее будет показано, что функционалы /Q σ  и 1 /N σ  определяют две величины 
следовых реакций в смысле [3], которые, в свою очередь, порождают соответствующие 
принципы запаздывания векторных свойств, которые хорошо известны из экспериментов. 
Первая из них аналогична следу запаздывания по первой кривизне, вторая, как видно из (4), 
– по второй. 

Уравнения (3) и (4) определяют геометрический смысл основных функционалов Q  и 

1N  только на трехмерных процессах деформаций. Но и на процессах произвольной 
размерности данная пара функционалов определяет векторные свойства материала. В этом 
случае основное уравнение (1) можно представить в следующем виде: 
 

             ( )1 1 1 1( ) cos sin ( , ) . (5)d Qn P Q n N n n n n
ds σ ε σ ε σ
σ θ θ= + − + −  

 
Поскольку функционал P  не входит в уравнения (3) и (4), он может быть исключен из 

уравнения (5) с помощью первого из соотношений (2). Этот факт позволяет записать 
определяющее уравнение связи векторов напряжений и деформаций в еще одной форме: 
 

            ( )1 1 1 1( cos ) sin ( , ) . (5*)d dQ n n n N n n n n
ds dsσ σ ε σ ε σ
σ σθ θ= − + + −  

 
 В экспериментах Р. А. Васина и др. [4] изучались процессы с трехмерными 
траекториями деформаций в виде спиралей с постоянными кривизнами и кручениями ( m  
обозначает номер витка спирали), которые описывались уравнениями: 
 

1 2
1 10 2 20 3 2 2 2 2

1 2 1 2

2cos , ( 1) , sin , , . (6)
2

c a m c c aκ πκαε ε α ε ε ε α
π κ κ κ κ

⎛ ⎞= + = + + − = = =⎜ ⎟ + +⎝ ⎠
 
 Анализ данных [4] показал, что в экспериментах для мягких сталей с точностью, 
допускаемой условиями эксперимента, уже на втором витке спирали устанавливается 
особый периодический режим нагружения. В каждом опыте траектория нагружения уже к 
концу первого витка с определенной точностью ложится на круговой цилиндр: 
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2 2 2 /
1 10 0 3 30 0 2 1 3 0cos( ), sin( ), ( ) , ( ) . (7)R R s s G sσ σ α α σ σ α α σ σ σ σ σ σ= + + = + + = − − = +

 
Величины 0 10 30, , ,R α σ σ  в рамках каждого эксперимента постоянны.  Результаты 

обработки экспериментов [4] для стали 45 ( /G =6580) на разных винтовых траекториях 
деформаций сведены в таблицу. 
 

    Таблица  
 

№ эксп. a  c 1κ  2κ  0σ  R  10σ 30σ  0α  
21 0.0094 0.0015 333 333 340 130 25 -10 0.35 
25 0.00755 0.0006 333 666 372 55 55 -13 0.32 
27 0.0251 0.002 100 200 344 117 20 -10 0.514 
29 0.0157 0.0025 200 200 337 170 20 -30 0.43 
35 0.0125 0.001 200 400 323 85 20 -10 0.38 
31 0.00865 0.0046 200 60 362 320 25 -10 0.19 

 
Вычислениями показано, что аппроксимация истинной траектории нагружения 

соотношениями (7) в ответ на траекторию деформации (6) согласуется с результатом 
экспериментов [4]. Определяющие функционалы вычисляются на основе данных, 
приведённых в таблице. Таким образом, аппроксимация (6) и параметры, полученные с 
помощью экспериментальных значений (7), позволяют получить решение уравнения (5) на 
траекториях деформаций (6), притягивающимся к траекториям нагружения  вида (7). Анализ 
показывает, что траектории нагружения выходят на эти решения в течение половины 
первого витка траектории деформаций. Поэтому независимое нахождение параметров 
траектории нагружения только через характеристики внутренней геометрии траектории 
деформаций  позволяет решить  задачу идентификации функционалов уравнения (1). 
 

Анализ определяющих уравнений.  
Практическая оценка параметров траекторий нагружения 

 
 Два из четырех параметров процесса нагружения находятся из соотношений: 
 

/ 2 /
3 2

0 0 022 2 2 2
0 1 2 0 1 2

tg tg 1 tg 0,
2 2

G a c G aα α α
πλ λ πλσ κ κ σ κ κ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟+ − + − + − =⎜ ⎟⎜ ⎟+ +⎝ ⎠⎝ ⎠

 

                                                                  0cos ,R c α
σ λ
=                                                         (8) 

которые следуют из трехчленной формулы А.А. Ильюшина [1, 3] при N σ
λ

= , где λ − след 

запаздывания векторных свойств (по первой кривизне). Указанных соотношений достаточно 

для того, чтобы решения (7) удовлетворяли уравнению 1 1( cos )
d d

N n n n
ds dsσ σ

σ σ
θ= − + с 

точностью до малых первого порядка – 10 /σ σ и 30 / .σ σ   Во всех экспериментах [4]  
указанные величины являются малыми. Поэтому в рамках трехчленной формулы 
невозможно получить соотношения для определения 10σ  и 30σ . 

Из векторного уравнения (5) можно получить линейную систему уравнений для 
нахождения оставшихся двух параметров формулы (7). 
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 Свойства главных функционалов. Из второго уравнения системы (2) с учетом (6) и 
(7) следует представление через параметры процесса основного функционала Q   
 

           

2 22 2
0 30 01 2

0 10 10
1 0 0 0

2
30 0

10 10 0
0

sin sin11 cos sin
cos cos cos

sin 1sin sin
cos

R cQ
R R R

R R

α σ ακ κ σ σα α σ ε
κ α α ε ε α

σ α σα σ ε α
α ε

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ ⎛ ⎞= − + − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞− + −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

         (9) 

 
с коэффициентами, зависящими от геометрических параметров траекторий деформации 

1 2,κ κ , скалярных свойств материала и характеристик (7) траектории нагружения. Вполне 

пригодным приближением функционала является 
2 2
1 2

0 1

.
cos

RQ
κ κ

α κ
+

=  Относительная 

погрешность этого представления в большинстве экспериментов [4] не превосходит 10%. 
 Определяющий функционал  1N  вычисляется из уравнения (2) с учетом (6), (7) по 
формуле:  
 

2 2 2 22 2 1
1 1 1 2 2 1 2 10 0 02 2

1 2

1
2 2

1 0 12 2 2
1 1 2

sin sin sin ( ) sin( ) sin

cos
cos cos .

sin

d R dN СП
ds ds

d СП d dds R
ds ds

ε σ κ σθ ϕ θ ϕ κ κ ε α α α
ε ε κ κ

ε θ κ σ σκ α θ
θ κ κ

⎛ ⎞
− = − + + + − −⎜ ⎟+⎝ ⎠

− ⎛ ⎞
⎜ ⎟− + −
⎜ ⎟+⎝ ⎠

  

 
Приближенный результат дается соотношением: 
 

                      

2

1 01
2 2
1 2 0 0

30
10 10

0 0

1 11
cos cos

1 2 11 sin cos .
cos cos

ctgN c c
R R

c
R R R

κ α σ σ
σ κ κ ε α ε α

σσ σα σ ε α
α ε α ε

⎛ ⎞
= + − −⎜ ⎟+ ⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞− − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

 

 

В нулевом приближении: 
2 2

1 1 2
0

1

.
N

tg
κ κ

α
σ κ

+
=  

В большинстве экспериментов [4] формулы для функционалов имеют погрешность 
порядка 10%, что сравнимо с точностью экспериментальных данных. Кроме этого, 
вычисления подтверждают факт периодичности Q  и 1 /N σ . 
 Другим свойством функционалов Q  и 1 /N σ  является свойство порождать в 
упругопластическом материале следовые реакции, что также согласуется и с 
экспериментальными данными [4], и с представленными выше формулами для 
функционалов.    
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Рассмотрим плоскую статически определимую балочную ферму (рис. 1). Стержни 

фермы предполагаем упругими (модуль упругости E ) одинакового сечения F .  Поставим 

задачу получить аналитическое решение для прогиба фермы при произвольном числе 

панелей n  в половине пролета. Ферма нагружена по нижнему поясу силами P . Ферма 

содержит 4n   шарниров и 8 3m n стержней.  Аналогичные решения для плоских ферм 

балочных и консольных, с различными решетками и очертаниями верхнего пояса в конечной 

форме получены в [1-8]. Предлагаемая схема фермы ранее аналитически не исследовалась. 

Проблема поиска схем статически определимых ферм («охота за фермами») отражена в [9]. 

Примененный  в этих работах метод индукции показал свою эффективность, а полученные 

формулы для прогиба в зависимости от числа панелей позволили найти некоторые 

оптимальные по жесткости конструктивные решения и указали на особенности конструкции. 

Более того, метод применим и для пространственных систем [10- 12]. 

 

 

Рис. 1. Ферма, 4n  

 Для определения усилий в стержнях фермы используем метод вырезания узлов. 

Пронумеруем шарниры фермы (нижний пояс слева направо, затем – верхний пояс). Выбирая 

начало координат в левой шарнирной опоре, получим: 

2 1( 1) , 0, , 1,..., 2 1,i i i nx i a y x ia i n   

2 1 3, ( 1) .i n i ny ih y n i h   

 

Для составления конфигурации решетки стержни фермы представим условными 

векторами , 1,...,iN i m ,  координаты которых являются номера шарниров по их концам. 

Для стержней нижнего пояса имеем следующие вектора: [ , 1], 1,..., 2iN i i i n .  Векторы 

стоек: 4 [ , 1 2 ], 1,..., 2 1i nN i i n i n , раскосы решетки: 6 1 [2 1, 2 1],i nN i i n

7 2 [2 1, 3 1], 1,..., 1i nN i i n i n . Для вычисления направляющих косинусов, входящих 

в уравнения узлов фермы, потребуются длины стержней и проекции их векторных 

представлений на оси координат 

 

                
2, 1, 2, 1,

2 2
1, 2, 1, 2, 0, , , 1,..., ,

i i i ii i i i N N i N Nl l l l x x l y y i m   
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где 0 3m m   –  число стержней фермы, включая три стержня, которые моделируют 

неподвижную и подвижную опоры. Первый индекс в номере ,j iN  означает номер 

компоненты вектора iN ,  второй – номер стержня. Матрица направляющих косинусов имеет 

следующие элементы 

     , , ,2 0 0/ , 2 2 , , 1,2, 1,..., ,k i j i i iG l l k N j k m j i m

, , ,1 0 0/ , 2 2 , , 1,2, 1,..., .k i j i i iG l l k N j k m j i m  

Задача определения усилий в стержнях фермы сводится к решению системы линейных 

уравнений, которую запишем в матричной форме   S BG . Здесь S  – вектор неизвестных 

усилий, B  – вектор нагрузок. Горизонтальные нагрузки, приложенные к узлу i   

записываются в нечетные элементы 2 1iB , вертикальные – в четные 2iB . Прогиб 

центрального узла нижнего пояса фермы определяем по формуле Максвелла – Мора                                                         

1

/ ( )
m

k k k

k

S s l EF ,  где   ,k kS s  – усилия в k-м стержне фермы от приложенной нагрузки и 

от единичной вертикальной силы, приложенной к центральному узлу. Суммирование ведется 

по всем стержням фермы, опорные стержни приняты жесткими и в эту сумму не входят. 

Последовательное решение задачи с использованием системы символьной математики для 

ферм с одной, двумя, тремя и т.д. панелями в половине пролета позволило методом 

индукции (по аналогии с [1-8]) получить следующее выражение  

                                                        
3 3 3

2

( ( 1) / 2 2 )

2

Pn na n c h

h EF
 ,                                           (1) 

где 2 2c a h .  Если зависимости от числа панелей коэффициентов при 
3a  и 

3h  оказались 

довольно очевидными, то для получения коэффициента при 
3c  применялись операторы  

rgf_findrecur  и  rsolve системы Maple [13, 14]. Зададим длину пролета 2L na  и 

введем обозначение /EF P . Зависимость (1) обнаруживает минимум (рис. 2). Кроме 

того, оказывается, что при одном числе панелей увеличение высоты фермы приводит к 

уменьшению прогиба, при другом – к увеличению.   

 

 
 

Рис. 2. Зависимость прогиба от числа панелей при 100L м  
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Задача об оценке планируемых показателей объемов производства 
нефти на основе модернизированного принципа максимума 

статистической энтропии 
 

Соловьев И.А.,  Петрушко И.М., Петрушко М.И.  
                                                                                            НИУ "МЭИ" 

 
 

Проблема  планирования показателей различных характеристик в технике, 
технологиях, экономике, экологии и т.д.  заключается в их информационной достоверности. 
На практическую реализацию плановых показателей влияет множество случайных факторов.  

В масштабах всей страны ежегодно планируется производство нефтяных продуктов, 
их стоимость и общая предопределяемая выручка за произведенную продукцию.  Каждый 
руководитель планирует ожидаемые результаты своих предположений,  исходя из разного 
рода качества и объема статистики прежних лет и интуитивного представления о 
возможности влияния случайных погодных явлений и других неопределенных внешних 
воздействий. Наблюдаемые в настоящее время  природные явления, а также политические 
ситуации не позволяют точно прогнозировать стоимость и объем производства нефти. 
Возникает необходимость вероятностного подхода к оценкам влияния такого рода 
случайных явлений на реализацию планов добычи нефти. Именно в этом и состоит 
преимущество  применения стохастических математических моделей для прогнозирования 
вероятностей ожидаемых величин. Одним  из таких методов определения вероятности 
ожидаемых результатов основан на принципе максимума статистической  энтропии. Он 
позволяет с учетом смысла энтропии как среднего значения информации оценить 
вероятности прогноза.  Существует много инструментариев, позволяющих оценивать как 
объемы, так и стоимость произведенной продукции. В большинстве случаев такие прогнозы 
строятся на основе многолетнего опыта  прагматических оценок. Такие оценки носят 
слишком приблизительный характер и не позволяют делать математически обоснованные 
выводы. В настоящей работе предложен новый подход к использованию принципа 
максимума статистической энтропии к предсказанию исполнения планируемых показателей 
добычи нефти в РФ и  информационной достоверности плана. 

Настоящее рассмотрение основано на классических работах Шеннона [1], который 
ввел понятие статистической энтропии,  и  работе  А. К. Прица  [2]. В работе И. А. Соловьева 
[3] использовался принцип максимума статистической энтропии для оценки урожайности 
пшеницы, на основе этой работы продолжены исследования для изучения вероятностных 
характеристик нефтяного рынка. 

 
1. Теоретические основы вероятностного анализа достоверности 

планируемых показателей. 
  Классическая постановка задачи о максимуме статистической энтропии имеет 

следующий вид. Найти максимум статистической энтропии  

 
1

ln
n

k k
k

S p p
=

= −∑ ,            

где kp  есть вероятность принимаемого значения kx  дискретной случайной величины X , 
при условии априори заданного среднего значения этой величины X  

1

[ ]
n

k k
k

p x M X
=

=∑            

 и  соблюдения нормировки 
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1

1
n

k
k

p
=

=∑ .           

             
  Нами здесь предложен следующий новый вариант  реализации классической 
постановки задачи о максимуме статистической энтропии.  

 Найти максимум статистической энтропии 

 
1

ln
n

k k
k

S p p
=

= −∑ ,           (1) 

когда  априори  задается дисперсия 2σ  случайной величины X  
2 2 2

1
1

( )
n

n
k k k kk

k

p x p x σ
=

=

− =∑ ∑         (2) 

 и  соблюдается условие нормировки 

1

1
n

k
k

p
=

=∑ .           (3) 

 
Задание среднего значения X  должно удовлетворять условию 1 2 ... nX x x x< + + + . 

Лучше всего выбирать средним значением 1 2( ... )nx x xX
n

+ + +
=  при этом вероятности 

1 2
1... np p p
n

= = = = , однако  не всегда такие вероятности  реально сочетаются с 

относительной частотой  и  не соответствует этой  желательной действительности.  Почему 
лучше ставить задачу для максимума статистической энтропии  при заданной дисперсии? 
Дело в том, что априори заданное среднее квадратическое отклонение σ  выбираемое, 
например, так  1 2/ ( ... ) 0.3 0.5nn x x xσ + + + ≈ −  часто наблюдается в физических 
экспериментах. Такое значение для σ   более реально, чем выбираемое произвольно среднее 
значение X .  

Таким образом, найдем максимум статистической энтропии (1)  
 

1
lnn

k kk
S p p

=
= −∑                                                                                                           (4) 

при условиях (2) и (3) 

( )2
2 2

1 1
,n n

k k k kk k
p x p x σ

= =
− =∑ ∑                                                                                       

 
1

1,n
kk

p
=

=∑                                                                                                                     
методом неопределенных множителей Лагранжа: 
 

       ( ) ( )2
2 2

1 2 1 2 1 21 1 1 1
( , ,..., , , ) ln 1 .n n n n

n k k k k k k kk k k k
L p p p p p p x p x pλ λ λ σ λ

= = = =

⎛ ⎞= − + − − + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑ ∑ ∑
 Вероятности и множители Лагранжа 1 2,  λ λ  находятся из системы уравнений, 
выражающих необходимое условие экстремума: 

       

( )
1 21

2
2 2

1 1 1

2 1

/ ln 1 (2 2 0 , 1.... ;                          

/ 0;                                                            (5)

/ 1 0.      

n
k k k k k k kk

n n
k k k kk k

n
kk

L p p p x x p x k n

L p x p x
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λ λ

λ σ
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=

= =

=
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∑
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⎩
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Численное решение данной системы находится методом итераций. 
 
 Практическая реализация принципа максимума статистической энтропии 
Таблица 1     

Производство нефти по областям России 
 

 2009 2010 2011 201
2 

Урал 45,3 47,5 46,5 47,3 
Поволжье 61,8 64,1 69,1 70,4 

Северный кавказ 9,9 9,3 8,6 6,7 
Тимано-Печора 32,2 31,5 28,5 27,2 

Западная Сибирь 322,1 318,3 316,3 317,
2 

Восточная сибирь 7,5 19,7 27,2 35,1 
Дальний восток 15,4 14,8 15,2 14,2 

всего 494,2 505,1 511,4 518,
1 

  
В качестве исходных данных  брались объемы добычи нефти в миллионах тонн в 

2010-2012 гг. в различных регионах Российской Федерации. Эти данные приведены в 
таблице 1.  

Применяя метод неопределенных множителей Лагранжа для нахождения максимума 
статистической энтропии (5), получим соответствующие значения оптимальных 
вероятностей и максимумов статистической энтропии. Результаты представлены в таблице 2.  

Таблица 2  
Вероятностные характеристики добычи нефти в регионах РФ, при которых 

достигается максимум статистической энтропии. 
 

Года 2010 2011 2012 

P1 0,041 0,042 0,044 

P2 0,049 0,054 0,056 

P3 0,027 0,028 0,029 

P4 0,034 0,035 0,035 

P5 0,791 0,775 0,766 

P6 0,03 0,034 0,039 

P7 0.029 0,03 0,031 

S 0,884 0,929 0,956 

 
Анализ поведения максимума статистической энтропии показывает, что структура 

добычи нефти в Российской Федерации в расчетные годы носит оптимальный характер. Об 
этом свидетельствует стабильный рост величины статистической энтропии. Также, на 
основании проведенных вычислений можно сделать вывод о том, что максимальное влияние 
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на величину статистической энтропии вносят изменения в регионе с максимальной добычей 
нефти.   

Заключение. Предложенный модифицированный метод максимума статистической 
энтропии позволяет прогнозировать как медленно текущие случайные процессы, так и 
быстрые. Прогнозировать на год, на пять лет, или на месяц.  Среднее значение информации 
(статистической энтропии)  в будущем зависит от многих факторов, которые не могут быть 
учтены без учета внешних условий. Тем не менее, прогнозы нужно делать, исходя  подчас  из 
субъективных оценок политологов и экономистов..  

Возможность предсказания нужно использовать для вероятностного характера 
изменения рыночной ситуации. Были теоретически исследованы информационные свойства 
планов  по добыче нефти в регионах России. Получены и проанализированы новые решения 
задачи о максимуме статистической  энтропии, позволяющие оценивать стохастические 
свойства намеченных планов и найти пути  формирования новых вероятностных оценок их 
показателей. Основной вывод заключается в следующем: чем сильнее отличается априори 
задаваемое из прагматических оценок хозяйствующих субъектов среднее значение 
показателей 1 1 2 2 ... n nX p x p x p x const= + + + =  от среднего арифметического значения 

1 2( ... ) /nX x x x n= + + +! , тем меньше вероятность его истинной реализации. Метод позволил 
найти оценки не только плана в целом, но и оценить прагматические запросы отдельных 
хозяйств, Представляется, что предложенный метод оценки плановых показателей, будет 
успешным при рассмотрении  различных планов как в объеме прогнозирования отдельных 
показателей регионов, так и в объеме  общегосударственных показателей. 

Авторы считают также необходимым  указать трудности использования 
предложенной методики.  Поскольку в качестве исходных данных использовалась значения 
годовой добычи нефти, следовательно, и результат может быть использован лишь для 
прогноза среденегодовой добычи нефти в различных регионах. В реальных условиях 
зачастую требуется большая точность. Для ее обеспечения необходимо использовать в 
расчетах меньшие интервалы времени. Идеальным вариантом было бы проводить расчеты, 
используя данные дневного производства нефти, для прогнозирования добычи на 
следующий день.  
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Поведение микромеханического гироскопа L-L типа 
в режиме вынужденных колебаний 

Подалков В.В., Антонов Е.А. 
НИУ “МЭИ” 

 
В последнее время микросистемная техника стала одной из наиболее быстро разви-

вающихся технических областей. Изначально микросистемные устройства разрабатывались 
и внедрялись для военной промышленности, но в настоящее время данные устройства нашли 
широкое применение и в изделиях гражданского назначения. Создание гироскопических 
приборов (микромеханические и волновые твердотельные гироскопы) малого размера – одно 
из направлений в микросистемных технологиях. 

Гироскоп, название которого можно перевести как «наблюдатель вращений», был 
предложен в 1852 году французским ученым Леоном Фуко для изобретенного им прибора, 
который предназначен для демонстрации вращения Земли вокруг своей оси [1]. 

Конструктивная схема рассматриваемого микромеханического гироскопа представле-
на на рисунке 1 и 2: 

Рис. 1 Рис. 2 
Чувствительный элемент (ЧЭ) 1, который подвешен в рамке при помощи упругих 

торсионов, которые обеспечивают ЧЭ одну степень свободы вдоль оси Y и одну степень 
свободы вдоль оси X [2]. 

Лагранжиан системы имеет следующий вид: 
,L T П= −       (1) 

где: 
L – функция Лагранжа; 
T – кинетическая энергия механической системы; 
П – потенциальная система механической системы. 
Подробное построение лагранжиана данной системы рассматривается в работе [3]. 
Кинетическая энергия записывается следующим образом: 

2.1
2

T mV=  

Абсолютная скорость чувствительного элемента V состоит из суммы переносной и 
относительной скоростей: 

отн пер .V V V= +  
Кинетическая энергия тогда:  

2 21 {( ) ( ) }.
2

T m x y y x= − Ω + + Ω  
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Потенциальная энергия данной механической системы: 

2 2

,
2 2

cx cyП = +  

где: c – жесткость торсионов. 
В итоге лагранжиан системы L примет вид: 

2 2
2 21 ( ) ( ) .

2 2 2
cx cyL Т П m x y y x⎡ ⎤= − = − Ω + + Ω − −⎣ ⎦   (2) 

Чтобы записать уравнения движения рассматриваемой механической системы, 
воспользуемся уравнениями Лагранжа 2-ого рода: 

0,d L L
dt q q
∂ ∂

− =
∂ ∂

     (3) 

где: q – вектор обобщенных координат: 

.
x

q
y
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎦⎣

 

Найдем производные от лагранжиана системы (2) по каждой из обобщенных 
координат. 

Проведя необходимое дифференцирование, согласно (3), и считая, что на систему 
действует внешняя сила sin(ψ)f , получаем два симметричных дифференциальных уравнения 
движения: 

( ) ( ) sin(ψ);
( ) ( ) 0.

m x y y m y x cx f
m y x x m x y cy

⎧ − Ω −Ω − Ω + Ω + = −
⎨

+ Ω + Ω + Ω − Ω + =⎩
   (4) 

После нормализации (делим уравнения на 1кгм) система (4) примет вид: 
2 2
0 0

2 2
0

2 sin(ψ);
2 0,

fα ω α β α β
β ω β α β α

⎧ + − Ω −Ω −Ω = −
⎨

+ + Ω −Ω +Ω =⎩
    (5) 

где: 
 α  и β  – безразмерные амплитуды; 
 0f  – нормализованная амплитуда вынуждающей силы (размерность 2c− ); 

 2
0

c
m

ω =  - собственная частота колебаний (размерность 2c− ). 

 
Система без учета сил трения. 

 
Целью данной работы является рассмотрение поведения ММГ в режиме 

вынужденных колебаний с переменной во времени вынуждающей силы. Для этого требуется 
ввести некую внешнюю произвольную силу, зависящую от времени: 

0sin(ψ),F f= −  
где: 

1

4
1 0

ψ ω(τ);

ω(τ) ω ;

10  ,  ω ω ;

 .

1

d
dt

малая добав а
с

к

στ

σ δ

δ

−

⎧ =⎪
⎪

= +⎪
⎨
⎪ = = +
⎪
⎪ −⎩
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Также требуется ввести нормализованную угловую скорость основания и нормализо-
ванную амплитуду вынуждающей силы следующим образом: 

0 0
0

2 20
0 02

0

Ωω εω ;
ω
fω εω
ω

,

ν⎧ =⎪⎪
⎨
⎪ =
⎪⎩

 

где: 
 ε  – малый параметр; 
 ~ 1ν  – безразмерная угловая скорость основания. 

В итоге система (5) примет следующий вид: 
2 2
0 0 0

2
0 0

(2 sin(ψ));
2 .

α ω α ε ωνβ ω
β ω β ωναε

⎧ + = −
⎨

+ = −⎩
    (6) 

Решение ищем методом двух масштабов в переменных амплитуда-фаза: 
1

2

( )sin(ψ( ) ( ));
( )sin(ψ( ) ( )).

A
B

α τ τ ϕ τ
β τ τ ϕ τ
= +⎧

⎨ = +⎩
    (7) 

В таком случае, интересующие производные примут следующий вид: 
1

1 1

2
2 2

ψsin(ψ ) ( )cos(ψ );

ψsin(ψ ) ( )cos(ψ ).

A A
t

B A
t

ϕα ε ϕ ε ϕ
τ τ

ϕβ ε ϕ ε ϕ
τ τ

∂ ∂ ∂⎧ = + + + +⎪⎪ ∂ ∂ ∂
⎨ ∂ ∂ ∂⎪ = + + + +
⎪ ∂ ∂ ∂⎩

 

Вторая производная: 
2

1 1 1
2

1 1 1 1
2

2 22

222
2

2

sin(ψ ) 2 ( )cos(ψ )
( ) sin(ψ ) ( )cos(ψ );

sin(ψ ) 2 ( )cos(ψ )
( ) sin(ψ ) ( )cos(ψ ).

A A
A A

B B
B B

α ε ϕ ε ω εϕ ϕ
ω εϕ ϕ ε ω εϕ ϕ

β ε ϕ ε ω εϕ ϕ
ω εϕ ϕ ε ω εϕ ϕ

⎧ = + + + + −
⎪ − + + + + +⎪
⎨

= + + + + −⎪
⎪− + + + + +⎩

 

Проведя необходимые преобразования тригонометрических функций, после подста-
новки производных в систему (6), и оставив слагаемые порядка ε , получаем: 

 
2

0 2 1 0 1 12 2 cos( ) sin( ) cos(ψ )A A Bω ω νω ω ϕ ϕ ω ϕ ϕ⎡ ⎤+ − − − + +⎣ ⎦  
2 2

1 0 2 1 0 1 1[ ( 2 ) 2 sin( ) cos( )]sin(ψ ) 0;A A Bω ωϕ νω ω ϕ ϕ ω ϕ ϕ+ − + + − + + =  

0 1 2 22 2 cos( ) cos(ψ )B B Aω ω νω ω ϕ ϕ ϕ⎡ ⎤+ + − + +⎣ ⎦  
2 2
0 2 0 1 2 2( 2 ) 2 sin( ) sin(ψ ) 0.B B Aω ω ωϕ νω ω ϕ ϕ ϕ⎡ ⎤+ − + − − + =⎣ ⎦  

Для того чтобы избежать появления резонансных слагаемых в уравнениях первого 
приближения, приравняем к нулю коэффициенты при 1cos(ψ )ϕ+ , 1sin(ψ )ϕ+ , 2cos(ψ )ϕ+  и 

2sin(ψ )ϕ+ . Причем: 
2 2
0 0 0( ) ( ) 2 .ω ω ω ω ω ω ω ω− = − ⋅ + = ⋅ Δ     (8) 

В итоге можно записать систему дифференциальных уравнения движения в 
медленных переменных A(τ), B(τ), φ1(τ) и φ2(τ) в первом приближении 
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2
0

1 2

1 2

0 2 1 1

2
0

1 0 2 1 1

0

2 0

cos( ) sin( ) ;
2 2

sin( ) cos( );
2

cos( ) ;
2

sin( ).

AA B

A A B

BB A

B B A

ωνω ϕ ϕ ϕ ω
ω ω

ωϕ ω νω ϕ ϕ ϕ
ω

νω ϕ ϕ ω
ω

ϕ ω νω ϕ ϕ

⎧
= − + −⎪

⎪
⎪

= Δ + − +⎪
⎨
⎪
⎪ = − − −
⎪
⎪ = Δ − −⎩

   (9) 

Полученные уравнения могут быть использованы для измерения угловой скорости 
основания по измерениям медленно меняющихся амплитуд A, B и фаз φ1, φ2. 

Рассмотрим стационарные колебания системы (9). В этом случае следует считать 
амплитуды и фазы постоянными: 

2
0

1

1

1 2

1 2

0 2 1

2
0

0 2 1

0

0

0 cos( ) sin( );
2

0 sin( ) cos( );
2

0 cos( );
0 sin( ).

B

A B

A
B A

ωνω ϕ ϕ ϕ
ω
ωω νω ϕ ϕ ϕ
ω

νω ϕ ϕ
ω νω ϕ ϕ

⎧
= − +⎪

⎪
⎪

= Δ + − +⎨
⎪

= − −⎪
⎪ = Δ − −⎩

    (10) 

Воспользуемся методом Боголюбова – Митропольского. Учитывая, что 
тригонометрические функции входят в уравнения (10) линейно, представим тогда эти 
уравнения в следующем виде: 

1

1
2 2

2

1 2

1 2

0

0

sin( ) 0;
2cos( ) ( ) ;

sin( ) ;

cos( ) 0.

B A
A

B
A

ϕ
ω ωϕ

ω
ωϕ ϕ

νω
ϕ ϕ

=⎧
⎪ Δ⎪ = − ⋅
⎪
⎨ Δ⎪ − =
⎪
⎪

− =⎩

    (11) 

Исключая тригонометрические функции из (11), можно получить выражения для 
амплитуд чувствительного элемента: 

( )
2
0

0

0

;
2

.

A

B A

ω
ω νω ω

νω
ω

⎧
=⎪

− Δ⎪
⎨
⎪ = ⋅⎪ Δ⎩

     (12) 

По известным значениям амплитуд (12) можно определить значения фаз. При помощи 
математического пакета Maple [4] были построены  графики амплитуд А и В.Пусть заданы: 

– частота собственных колебаний 0ω  = 0.01 [ 1
с

]; 

– частотная расстройка ωΔ  = 10- 4τ [ 1
с

]. 
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Рис. 3Амплитудно-частотные характеристики амплитуд A(τ) и B(τ) 

Из рис.3 видно, что при нулевой частотной расстройке в системе без трения находится 
в режиме резонанса, т.е. амплитуда бесконечно возрастает. Причем, так как в системе 
отсутствует вязкое трение, после прохождения резонанса колебания продолжаются. 

 
Система с учетом вязкого трения. 

 
Чтобы более точно изучить поведение системы, требуется ввести вязкое трение. Тогда 

уравнения (6) примут вид: 
2 2
0 0 0 0

2
0 0 0

(2 2 sin(ψ));
( 2 2 ) ,

α ω α ε νω β γω α ω
β ω β γω β νω α ε

⎧ + = − −
⎨

+ = − −⎩
    (13) 

где: ~ 1γ  – безразмерный коэффициент вязкости. 
Решение также ищем методом двух масштабов в переменных амплитуда-фаза (7). По-

сле нахождения необходимых производных, их подстановки и преобразований, можно запи-
сать следующие уравнения: 

 
2

0 0 2 1 0 1 12 2 2 cos( ) sin( ) cos(ψ )A A A Bω ω γω ω νω ω ϕ ϕ ω ϕ ϕ⎡ ⎤+ + − − − + +⎣ ⎦  
2 2 2
0 1 0 2 1 0 1 1( 2 ) 2 sin( ) cos( ) sin(ψ ) 0,A A Bω ω ωϕ νω ω ϕ ϕ ω ϕ ϕ⎡ ⎤+ − + + − + + =⎣ ⎦  

0 0 1 2 22 2 2 cos( ) cos(ψ )B B B Aω ω γω ω νω ω ϕ ϕ ϕ⎡ ⎤+ + + − + +⎣ ⎦  
2 2
0 2 0 1 2 2( 2 ) 2 sin( ) sin(ψ ) 0.B B Aω ω ωϕ νω ω ϕ ϕ ϕ⎡ ⎤+ − + − − + =⎣ ⎦  

Приравняв к нулю коэффициенты при 1cos(ψ )ϕ+ , 1sin(ψ )ϕ+ , 2cos(ψ )ϕ+  и 

2sin(ψ )ϕ+  для исключения резонансных слагаемых, запишем в итоге систему 
дифференциальных уравнений движения в медленных переменных A(τ), B(τ), φ1(τ) и φ2(τ): 
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2
0

0 2 1 0 1

2
0

1 0 2 1 1

0 1 2 0

2 0 1 2

cos( ) sin( ) ;
2 2

sin( ) cos( );
2

cos( ) ;
2

sin( ).

AA B A

A A B

BB A B

B B A

ωνω ϕ ϕ γω ϕ ω
ω ω

ωϕ ω νω ϕ ϕ ϕ
ω

νω ϕ ϕ γω ω
ω

ϕ ω νω ϕ ϕ

⎧
= − − + −⎪

⎪
⎪

= Δ + − +⎪
⎨
⎪
⎪ = − − − −
⎪
⎪ = Δ − −⎩

  (14) 

Стационарный режим: 
2
0

0 2 1 0 1

2
0

0 2 1 1

0 1 2 0

0 1 2

0 cos( ) sin( );
2

0 sin( ) cos( );
2

0 cos( ) ;
0 sin( ).

B A

A B

A B
B A

ωνω ϕ ϕ γω ϕ
ω

ωω νω ϕ ϕ ϕ
ω

νω ϕ ϕ γω
ω νω ϕ ϕ

⎧
= − − +⎪

⎪
⎪

= Δ + − +⎨
⎪

= − − −⎪
⎪ = Δ − −⎩

   (15) 

Воспользовавшись методом Боголюбова – Митропольского. Представим уравнения 
(15) в следующем виде: 

2 2

1
0

2 2

1 2
0

1 2
0

1 2

2 ( )sin( ) ;

2 ( )cos( ) ;

sin( ) ;

cos( ) .

B A
A

B A
A
B
A

B
A

ωγϕ
ω

ω ωϕ
ω
ωϕ ϕ

ων
γϕ ϕ
ν

⎧ −
=⎪

⎪
⎪ Δ +

= −⎪
⎪
⎨

Δ⎪ − =⎪
⎪
⎪ − = −⎪⎩

    (16) 

Исключив тригонометрические функции из (16), можно записать выражения для 
амплитуд чувствительного элемента: 

2 2

2 2
0

2 2 2
0

1 ;
2[ ( 1) ( 1)]

,

A
a b b c b b

B A ν ω
ω γ ω

⎧
=⎪ − + + + +⎪

⎨
⎪ =⎪ Δ +⎩

    (17) 

где: 
2 2 2 2

0
2 2 2 2

0 0 0

2 2;  ;  .a c bωγ ω ω ν ω
ω ω ω γ ω

⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ
= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ Δ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

По известным значениям амплитуд (17) можно определить значения фаз. 
Требуется рассмотреть два случая движения к частоте резонанса: слева и справа. 
Снова воспользуемся математическим пакетом Maple [4]. Необходимо построить 

графики амплитуд А и В.Пусть заданы: 

– частота собственных колебаний 0ω  = 0.01 [ 1
с

]; 

– частотная расстройка ωΔ  = 10- 4τ [ 1
с

]. 

Движение к частоте резонанса слева (слева – направо): 
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1

4
1 0

ψ ω(τ);

ω(τ) ω ;

10  ,  ω ω ;

 .

1

d
dt

малая добав а
с

к

στ

σ δ

δ

−

⎧ =⎪
⎪

= +⎪
⎨
⎪ = = +
⎪
⎪ −⎩

 

Графики безразмерных амплитуд А и В:  
 

 
Рис. 4. Амплитудно-частотные характеристики амплитуд A(τ) и B(τ). 

(слева – направо) 

Движение к частоте резонанса слева (справа – налево): 

4
2

2

0

ψ ω(τ);

ω(τ) ω ;

10  ,  ω ω ;

 .

1

d
dt

малая доб вка
с

а

στ

σ δ

δ

−

⎧ =⎪
⎪

= −⎪
⎨
⎪ = = +
⎪
⎪ −⎩

 

Имеем следующие графики амплитуд А и В: 
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Рис. 5. Амплитудно-частотные характеристики амплитуд A(τ) и B(τ). 
(справа-налево) 

Из графиков, изображенных на рис.4 и рис.5, видно, что в системе присутствует 
биение частот, из-за угловой скорости основания. Наличие трения в системе способствует 
гашению амплитуды, она уже не уходит в бесконечность, также происходит смещение 
резонансных пиков. В то же время, вязкое трение способствует быстрому затуханию 
колебаний в системе, после прохождения резонансных пиков, в отличие от системы, где 
трение отсутствует (см. рис.3). 

Из полученных выражений для амплитуд (17) видно, что амплитуда вторичных 
колебаний пропорциональна угловой скорости основания, то есть в режиме вынужденных 
колебаний при наличии сил трения гироскоп является датчиком угловой скорости основания. 

В ходе данной работы были получены и проанализированы уравнения движения 
микромеханического гироскопа L-L типа; рассмотрена система с частотой вынуждающей 
силы, которая зависела от времени. Построены амплитудно-частотные характеристики; 
сделан вывод, что в режиме вынужденных колебаний гироскоп является датчиком угловой 
скорости основания. 
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3. В линейной постановке задачи исследовать влияние разночастотности и 
разнодобротности на угловую скорость прецессии гироскопа, помещенного на неподвижное 
основание. 

 

Уравнения движения чувствительного элемента микромеханического гироскопа с 
резонатором в виде упругих стержней 

Кинетическая энергия гироскопа имеет вид:  
 

( ) ( ) ( )
22

2 2
0

0

12 ,
2 2 2

l l lT F w w x dx J
⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ρ + Ω + α + + − Ω + α + Ω + α⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭
∫  

 
где ρ– плотность материала стержня, F = bh – площадь его поперечного сечения, где b и h – 
геометрические размеры поперечного сечения стержня, α – малый угол поворота рамки 
относительно основания гироскопа, ὐ  – момент инерции рамки относительно главной оси ξ. 
Здесь и далее точкой обозначено дифференцирование по времени t, а по координате x – 
штрихом. 

Потенциальная энергия гироскопа имеет вид: 

( )2 2

0

1П 2 ,
2

l

стEJ w dx c′′= + α∫  

где стEJ  – жесткость стержня при изгибе, 
3

12ст
bhJ =  – момент инерции поперечного сечения 

стержня, E – модуль Юнга, c – жесткость торсиона на кручение. 
После применения вариационного принципа Гамильтона–Остроградского [5], были 

получены интегро-дифференциальные уравнения, описывающие динамику гироскопа: 
 

Здесь 3
0

4
3

J Fl J= ρ +  – обобщенный момент инерции системы. В (1) учтено 

внутреннее трение по модели Кельвина–Фойгта [4] и введены обозначения *E  – 
вязкоупругий модуль материала стержней, характеризующий внутреннее трение в 
материале, *κ  – коэффициент вязкого трения торсиона. 

В качестве динамической модели принимается стержень с жестко заделанными 
концами. Функция нормального прогиба w задается в виде [5]: 

 

где ( )tβ  – искомая функция формы колебаний, характеризующая прогиб в середине 
стержня; 1β .  

В (2) 1 4.73r =  – первый корень трансцендентного уравнения 1 1ch cos 1r r =  [5]. 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2*

*
2

0 0 0

0

2 0,
2

,
2 2

2
4

IV IVст ст

l l l

EJ E J l l

l lw wdx lw w dx x

w w w x w
F F

J c F dxw

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + Ω + α − − Ω + α + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ρ ρ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

Ω + α + α + κ α +
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞Ω + α + + + + − =⎢ ⎥⎜ρ Ω⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠
α

⎠ ⎝⎣ ⎦
+∫ ∫ ∫

 (1) 

( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1 1 1sh sin ch cos ch cos sh sin 0,x x x xw t r r r r r r r r
l l l l

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= β − − − − − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
 (2) 
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После применения процедуры Бубнова–Галеркина, получены дифференциальные 
уравнения для обобщенных координат β и α : 

В формуле (3) введены следующие обозначения: 2
1ω , 2

2ω  – квадраты собственных 
частот колебаний резонатора на неподвижном основании; 1d , 2d  – коэффициенты 
демпфирования; 1k , 2k  – коэффициенты при гироскопических слагаемых в математической 
модели движения. 

Значения параметров системы 2
1ω , 2

2ω , 1d , 2d , 1k , 2k : 
4 4 3

2 2ст 1 * ст 1 *
1 1 1 2 2 24 4,  ,  1.319,  ,  ,  0.523 .EJ r E J r c Fld k d k

F l F l J J J
κ ρ

ω = = = ω = = =
ρ ρ

 

Числовой пример 1. Для стержней длиной 20 ммl =  с прямоугольным сечением 
0.33 ммb = и 1 ммh = , изготовленных из плавленого кварца ( 3 к2 01 м2 г/ρ = , 

107.3 10  Па)E = ⋅ , и обобщенного момента инерции 8 23 1 г0 к мJ − ⋅= ⋅  с учетом совмещения 
частот собственных колебаний имеем 254.9 Н мc = ⋅ , 8 23 1 г0 к мJ − ⋅= ⋅ ,

1 2 92987 рад/с  (14.806 кГц)ω = ω = ω = , 1 1.319k = , 2 0.1013k = . 

Влияние разночастотности и разнодобротности на прецессию гироскопа 
Введем коэффициенты демпфирования 1 0 12d = γ ω , 2 0 22d k= γ ω , где 0k >  и 0 1γ . Без 

учета нелинейных слагаемых в математической модели (3) на неподвижном основании  
( Ω 0= ) при неточном совмещении частот, а именно при 1ω ω= , 2 1 1ω = ω + σω , где 1σ , 
уравнения (3) примут вид 

2
1 1
2
2 2

,

.

d

d

β + ω β = − β

α + ω α = − α
 

Решение для β и α  с точностью до величин первого порядка малости ищем в 
следующем виде: 

( )
( ) ( )( )

0 1

0 1

1 1 2 1

1 1 1 2 1 1

sin cos ,
sin cos ,

t

k t

e A t A t
e B t B t

−γ ω

− γ ω

β = ω + ω
α = ω + σω + ω + σω

 (4) 

 
где 1 2 1 2,  ,  ,  A A B B  – постоянные, определяемые начальными условиями. 

Далее осуществлен переход от переменных β и α  к медленным переменным 

1 1 2 2,  ,  ,  p q p q  Ван-дер-Поля посредством замены 
 

1 1 1 1

2 1 2 1

sin cos ,
sin cos .

p t q t
p t q t

β = ω + ω
α = ω + ω

 (5) 

Сравнивая (4) и (5), получаем, что 1 1 2 2,  ,  ,  p q p q  определяются через постоянные 

1 2 1 2,  ,  ,  A A B B  и σ  следующим образом: 

( )
( )

0 1 0 1

0 1

0 1

1 1 1 2

2 1 1 2 1

2 1 1 2 1

,   ,
cos sin ,
sin cos .

t t

k t

k t

p A e q A e
p e B t B t
q e B t B t

−γ ω −γ ω

− γ ω

− γ ω

= =
= σω − σω
= σω + σω

 

2 2 2
1 1 1 1

2 2 22 2 2
2 2 2 2 2 2

1 1 1

2

2 2 2 2

,

2 .

d k k
k k kd k k k k
k k k

β+ω β = − β+ Ω α + α +βα

α +ω α = − α − Ω β− αβ− βα − β − ββα − Ωβ− Ωβ −Ωα
 (3) 
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Поведение гироскопа удобно представить в орбитальных координатах  ,  ,  ,  r kθ χ  [2], 
переход к которым осуществляется по формулам: 

1

1

2

2

cos sin sin cos ,
cos cos sin sin ,

 
sin sin cos cos ,

sin cos cos sin .

p r k
q r k
p r k
q r k

= − θ χ − θ χ
= θ χ − θ χ
= − θ χ + θ χ
= θ χ + θ χ

 

Выражения для угла прецессии имеет аналитическое представление вида 
 

( )
0 1 0 1

1 0 0
( 1) (1 )2 2

2 sin1 arctg ,
2 k t k t

f g t
e f e g− γ ω − γ ω

⎛ ⎞σω + φ +ψ
θ = ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

 (6) 

 
а для угловой скорости прецессии: 

1 ,A Bf g
C
−

θ = ω  

где 

( )
( )( )

( ) ( )

0 1 0 1

0 1 0 1

0 1 0 1

2 2 2 2
1 2 1 2

( 1) (1 )2 2
1 0 0

( 1) (1 )2 2
0 1 0 0

2( 1) (1 )2 2 2 2 2
1 0 0

( ), ( ),

cos( ) ,

sin ( 1) (1 ) ,

4 .

k t k t

k t k t

k t k t

f A A g B B

A t e f e g

B t k e f k e g

C e f e g f g sin t

− γ ω − γ ω

− γ ω − γ ω

− γ ω − γ ω

= + = +

= σ σω + φ +ψ −

= γ σω + φ +ψ − − −

= − + σω + φ +ψ

 

Для оптимального функционирования гироскопов требуется, чтобы амплитуда 
вторичных колебаний (в нашем случае – по второй обобщенной координате α ) была 
минимальной, то есть g  должно быть много меньше f . Тогда угловая скорость прецессии 
определяется следующей формулой: 

 
( )

0 1

2
1 1 0 0 1 0 1 0 0

( 1)3

cos( ) ( 1) sin
.k t

f g t g k t
f e − γ ω

σω σω + φ +ψ − ω − γ σω + φ +ψ
θ =  

 
Таким образом, на неподвижном основании в условиях линейной постановки задачи 

возникает прецессия волновой картины колебаний гироскопа, определяемая формулой (6). 
Числовой пример 2. Рассмотрим гироскоп на неподвижном основании, 

геометрические размеры которого приведены в числовом примере 1. Коэффициент вязкого 
трения 5

0 10 1 /с−γ = . Пусть собственная частота резонатора изменяется по закону 

2 1(1 )ω = ω + σ , где 1 92987 рад/сω = . 
На рис. 2 графики иллюстрируют зависимость изменения угла прецессии θ  от 

времени t  при различной добротности. 
Случай совмещения частот ( 0σ = ) проиллюстрирован на рис.2а. Из графика видно, 

что при одинаковом трении 1k =  (сплошная линия) прецессия волновой картины не 
меняется. Аналогичные результаты получены для других гироскопов класса маятника Фуко 
[3]. При 1.5k =  (пунктирная линия) и при дальнейшем увеличении коэффициента 
пропорциональности добротности k  угол прецессии с течением времени все быстрее будет 
стремиться к нулю. 
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Случай фиксированной разночастотности, где 2 1 20 ГцΔω = ω −ω =  ( 310−σ = ), 
проиллюстрирован на рис.2б. При 1k =  (сплошная линия) наблюдается прецессия волновой 
картины колебаний гироскопа, которая во времени имеет постоянную амплитуду. При 

1.5k =  (пунктирная линия) наблюдается затухание амплитуды с течением времени. При 
дальнейшем увеличении коэффициента пропорциональности добротности k  скорость 
уменьшения амплитуды возрастает. 

 

 
а)                                                                            б) 

Рис. 2. Зависимость ( )tθ  при различных k  
а – при совмещении частот; 

б – при близких, но не равных частотах ( 20 ГцΔω = ) 
 

Заключение 

Получена математическая модель микромеханического гироскопа с резонатором в 
виде упругих стрежней. Установлено, что на неподвижном основании при неточном 
совмещении частот колебаний по двум обобщенным координатам возникает прецессия 
волновой картины колебаний гироскопа, что приводит к дополнительным погрешностям в 
измерении угла поворота основания в режиме свободных колебаний 
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