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Постановка задачи. Предлагается схема плоской упругой статически определимой балочной 
фермы периодической структуры. Оба пояса фермы прямолинейные, решетка состоит из стоек и 
раскосов. Определяются усилия в стержнях, прогиб и горизонтальное смещение подвижной опоры 
фермы от действия равномерно распределенной нагрузки. 
Результаты. С помощью интеграла Мора получены аналитические зависимости полиномиального 
вида для прогибов фермы и критических усилий в отдельных стержнях от числа панелей, размеров 
и нагрузки. При обобщении частных решений на произвольное число панелей применен индук-
тивный метод. Замечено, что для чисел панелей, кратных трем, конструкция кинематически изме-
няема, определитель системы уравнений равновесия обращается в ноль. Приводится поле возмож-
ных скоростей, соответствующее этому случаю. 
Выводы. Для предлагаемой схемы решетки фермы существуют компактные формулы, позволяю-
щие оценивать конструкцию по жесткости, прочности и устойчивости ее элементов. Найденное 
условие кинематической изменяемости предупреждает практического инженера о некоторых не-
допустимых вариантах параметров системы. 
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Введение. Число статически определимых регулярных схем плоских ферм ограничено 

[12, 13]. Еще более ограничено число ферм, допускающих аналитическое решение [1—3, 9, 
10, 14, 15, 19, 20]. Известны аналитические решения, дающие точные результаты, однако да-
леко не все из них приводят к удобным для использования компактным формулам [7]. Неос-
поримы преимущества точных формульных решений для практических расчетов, проектиро-
вания новых конструкций и анализа эксплуатационных характеристик существующих. Они 
могут быть использованы как тестовые решения для проверки численных методов либо как 
простые оценочные формулы для модели конструкции. 

1. Схема фермы. Ферма имеет горизонтальный нижний пояс и скошенный по углам 
верхний. Решетка состоит из стоек и раскосов, охватывающих две или три панели (рис. 1). 

Ферма с n панелями в половине пролета содержит 4n + 2 шарниров и m = 8n + 4 стерж-
ня. Для нахождения прогиба и смещения опоры необходимо определить усилия в стержнях 
фермы. Для символьных преобразований наиболее удобен метод вырезания узлов, сводя-
щийся в математическом плане к решению системы уравнений равновесия узлов в проекциях 
на оси координат. Матрица системы уравнений состоит из направляющих косинусов усилий,  
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соединенных с узлами. Направляющие косинусы определяются по координатам концов 
стержней. Начало координат удобно поместить в левую подвижную опору (рис. 2). 

 

 
 

Рис. 1. Ферма. Общий вид при n = 5 
 
Координаты шарниров фермы имеют следующий вид: 
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Рис. 2. Нумерация узлов и стержней фермы при n = 2 
 
Порядок соединения стержней и шарниров задается специальными векторами iq , 

1,...,i m , содержащими номера концов соответствующих стержней по аналогии с заданием 
списка ребер графа в дискретной математике [6]. Конфигурацию поясов и решетки опреде-
ляют следующие векторы: 
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Опоры заданы векторами: 

 2 1[1,4 3], [2 1,4 4], [2 1,4 5].m m mq n q n n q n n          (1) 
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2. Расчет усилий. Случай кинематической изменяемости. Система уравнений рав-
новесия всех узлов фермы записывается в матричной форме: 

 GS R ,  (2) 

где S  — вектор длиной m усилий в стержнях; R  — вектор нагрузок.  
Вертикальные внешние усилия, приложенные к узлу i, записываются в четные элемен-

ты этого вектора, горизонтальные — в нечетные. Аналогично нечетные строки матрицы G 
размером m m состоят из направляющих косинусов усилий с горизонтальной осью x, чет-
ные — с вертикальной осью y. Для вычисления прогиба потребуются два варианта вектора 
нагрузок:  

 ,2P jR P  , 2,..., 2j n , — нагрузка от сил P, распределенных по узлам нижнего 
пояса,  

 1,2 1jR   — от единичной силы, приложенной к среднему узлу 1j n   нижнего 
пояса (см. рис. 1, 2).  

Все остальные элементы векторов PR  и 1R  равны нулю.  
Решение системы (2) в системе символьной математики Maple быстрее получается ме-

тодом обратной матрицы без привлечения специализированных пакетов этой системы. Ре-
шение строится на основе программы [5], записанной в кодах системы Maple. Результатом 
работы программы являются аналитические выражения для усилий во всех стержнях фермы. 
Для вывода формулы прогиба, справедливого при произвольном числе панелей, расчет сна-
чала производится последовательно для n = 1, 2, 3, … . Замечено, что для чисел панелей, 
кратных трем, определитель матрицы G обращался в ноль. Это свидетельствует о кинемати-
ческой изменяемости конструкции. Для того чтобы в этом убедиться, была найдена схема 
возможных скоростей при n = 3 (рис. 3). На рис. 3 выделены неподвижные стержни 1—12, 
12—8 и 12—4. Стержни 2—11, 11—3 и им симметричные имеют поступательное движение, 
стержни 2—3 и 10—11 вращаются вокруг своих центров. Стержень 9—10 вращается вокруг 
мгновенного центра скоростей, стержни 1—2, 3—4 и 11—12 вращаются вокруг одного из 
своих концов. Скорости u  и v  связаны условием / /v a u h , следующим, например, из ра-
венства проекций векторов этих скоростей на стержень 3—9. 
 

 
 

Рис. 3. Схема возможных скоростей 
 

Таким образом, для того чтобы в процессе последовательного решения задач для ферм 
с увеличивающимся от 1 числом панелей избежать попадания на числа панелей, кратные 
трем, вводится новая переменная k, пробегающая последовательно все натуральные числа, 
так что соответствующее число панелей будет только допустимое: 

(3(2 1) ( 1) ) / 4, 1,2,3,...kn k k      
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3. Прогиб. Вертикальное смещение узла, по которому оценивается прогиб фермы, оп-
ределяется интегралом Мора: 

 
3

, 1,

1
,

m
P j j j

j

S S l
EF





     (3) 

где ,P jS  — усилия в j-м стержне от действия заданной нагрузки; 1, jS  — усилие от единичной 
вертикальной силы, приложенной к среднему узлу нижнего пояса; E  — модуль упругости 
стержней; F  — площадь сечения стержней; jl  — длина j-го стержня. Суммирование ведется 
по всем стержням фермы, кроме трех жестких опорных. Анализ результирующей формулы 
прогиба при 1, 2,...,18k   показывает, что для любого значения k выражение для прогиба 
имеет подобный вид 

 
3 3 3

2 ,
2

k k kA a B h C cEF P
h

 
    (4) 

где 2 2c a h  . Различие получается только в величинах коэффициентов. Задача сводится к 
нахождению зависимости коэффициентов kA , kB  и kC  от k. Для этого привлекается опера-
тор rgf_findrecur пакета genfunc системы Maple, позволяющий найти рекуррентное уравнение 
для членов последовательности коэффициентов, полученных в процессе счета ферм с раз-
личным числом панелей. Например, для коэффициента kA  при обработке 18 решений полу-
чены числа 1, −2, 24, 45, 217, 352, 910, 1309, … . Оператор дает соответствующее однородное 
уравнение девятого порядка: 

1 2 3 4 5 6 7 8 94 4 6 6 4 4 .k k k k k k k k k kA A A A A A A A A A                  

Для решение уравнения используется оператор rsolve: 
4 3 2(15 10(( 1) 3) 5(3( 1) 1) 2(5 29( 1) ) (53( 1) 11) / 2) / 32.k k k k

kA k k k k              

Таким же образом получается, что последовательность коэффициентов при 3c  удовле-
творяет уравнению пятого порядка: 

1 2 3 4 52 2k k k k k kC C C C C C          

c решением  
23(2 2(1 3( 1) ) 3( 1) 5) / 8k k

kC k       . 

Несколько иной вид имеет коэффициент при 3h :  

8 3(cos sin ) 4cos2 1, / 2.kB k k            

Проверка аналитического решения, для вывода которого по причине невысокой скоро-
сти символьных преобразований уже при k > 15 требуется значительное время, проводится 
численно при любых значениях k, в том числе и весьма больших, например при k > 100. Од-
новременно из сравнения численных и аналитических результатов можно убедиться в эф-
фекте накопления ошибок округлений в численных методах. 

На основе описанного алгоритма выводится и формула для смещения левой подвижной 
опоры фермы. Значение смещения требуется при проектировании конструкции опоры. Рас-
чет смещения ведется также по формуле (3), но здесь 1, jS  — усилие от единичной горизон-
тальной силы, приложенной к подвижной опоре.  
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Итоговая формула имеет вид 
2 / .kEF PD a h   

Коэффициент в формуле удовлетворяет уравнению 

 1 2 3 4 5 6 7k k k k k k k kD D D D D D D D               (5) 

с решением  
2(6 2(cos 2 3) cos 2 29 12(cos sin )) / 8.kD k k            

3. Анализ. Зависимость величины прогиба от числа панелей имеет смысл анализиро-
вать только при фиксированной длине пролета 2L na  и суммарной нагрузке на ферму 

(2 1)sumP n P  . Иначе совершенно очевиден рост прогиба с увеличением числа панелей и 
соответствующим ростом общей нагрузки. Предлагаемая же постановка проблемы в какой-
то мере соответствует задаче проектировщика об оптимальном выборе длины панели и вы-
соты фермы.  

График зависимости (4) на рис. 4 построен для безразмерного прогиба ' / ( )EF PL   . 
Коэффициенты выведенной зависимости содержат «мигающие» слагаемые вида ( 1)k . На 
кривых это проявляется в виде изломов, характерных для решетчатых ферм [2]. Немонотон-
ный характер зависимости сигнализирует инженеру о возможности оптимального выбора 
числа панелей проектируемой конструкции. С увеличением числа панелей амплитуда скач-
ков уменьшается, а кривая выходит на постоянное значение. С увеличением же высоты фер-
мы прогиб закономерно и предсказуемо падает. 

 

 
 

Рис. 4. Прогиб в зависимости от числа панелей 
 
4. Усилия в критических стержнях. Важным для практики дополнением к расчету 

сооружения на жесткость является расчет на прочность и устойчивость его элементов, что 
сводится к определению усилий в наиболее сжатых и растянутых стержнях. В данном случае 
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это можно выполнить аналитически с выводом формул зависимостей усилий от числа пане-
лей. Очевидно при заданной нагрузке наиболее сжатый стержень, устойчивость которого 
проверяется, находится в середине верхнего пояса. На основе вышеописанного алгоритма 
методом индукции получается следующая формула для усилия в этом стержне:  

2(6 2(3 ( 1) ) 4 (cos sin ) 5 ( 1) ) / (16 ).k kS P ak a a k a a a k             

Формула для усилия в наиболее растянутом стержне середины нижнего пояса имеет 
вид: 

2(6 2(3 ( 1) ) 4 (cos sin ) 5 ( 1) ) / (16 ).k kS P ak a a k a a a k             

Обе формулы, совпадающие по модулю с точностью до знака у одного слагаемого, по-
лучены из решения уравнения (5). 

Выводы 
1. Предлагаемая схема статически определимой балочной фермы допускает компактное 

аналитическое решение для прогиба и усилий в отдельных стержнях. Итоговые формулы 
легко обсчитываются и анализируются, содержат достаточное число варьируемых парамет-
ров, характеризующих конструкцию и нагрузку. Несмотря на то, что решение получено 
только при одном, хотя и наиболее часто встречающемся в инженерной практике, виде на-
гружения, по этому же алгоритму можно получить аналогичные решения и для других на-
грузок. Опыт решения подобных задач показывает, что рассмотренная нагрузка является 
наиболее трудоемкой при выводе и решении рекуррентных уравнений. Нагрузки в виде со-
средоточенных сил приводят к более коротким последовательностям коэффициентов, на ос-
новании которых можно определить закономерность их образования. Анализ решения на 
графиках показал некоторые особенности конструкции. Прогиб оказался немонотонной 
функцией числа панелей. Асимптотических свойств в решении не обнаруживается, но визу-
ально прослеживается горизонтальная прямая, на которую выходит решение при большом 
числе панелей. 

2. Полученный формулы могут быть использованы в качестве решения задачи об ос-
новной системе в методе сил статически неопределимого варианта фермы, например, полу-
ченной добавлением боковых раскосов или введением соединений в местах перекрещиваю-
щихся стержней решетки. 

3. Описанный алгоритм вывода расчетных формул может быть применен для решения 
и более сложных задач, например, в расчете пространственных конструкций. Такие решения 
уже существуют [4]. Аналитические обзоры решенных задач о плоских фермах содержатся в 
[1, 8]. Оценки прогиба могут быть полезны в нелинейном анализе [15] и задачах оптимиза-
ции ферм [16, 17]. 
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Statement of the problem. A scheme of a flat elastic statically determined beam girder of a periodic 
structure is proposed. Both belts of the girder are rectangular, the lattice consists of stands and braces. Ef-
forts in the rods, bend and a horizontal displacement of a moving support of the girder under an evenly 
distributed load are determined. 
Results. Using the Moore integral, polynomial analytical dependencies are obtained for bends of the 
girder and critical efforts in certain rods on the number of panels, size and load. While generalizing par-
ticular solutions for a random number of panels, the inductive method is employed. It is noted that for the 
number of panels that are divisible by three the structure is kinematically changeable and the determiner 
of the equation system turns into zero. A field of possible velocities that correspond with that is presented. 
Conclusions. For the suggested scheme of the lattice of the girder there are compact formulas that allow 
the evaluation of the rigidity, strength and durability of the elements of the structure. The condition for 
the kinematic changeability that was identified is a warning for a practicing engineering that there are 
some unacceptable options for the system parameters. 
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