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Расчет прогиба конструкции, представляющей собой П-образную раму, сочлененную в середине 

пролета, выполняется в системе компьютерной математики Maple. Ферма регулярная, ее порядок определяется 
числом панелей в ригеле и числом панелей в боковых опорах. Ряд решений, полученных для конструкций с 
различным числом панелей обобщается методом индукции на произвольный порядок фермы. Усилия в 
элементах статически определимой конструкции вычисляются в символьной форме методом вырезания узлов. 
Для расчета прогибов применяется интеграл Мора. Рассмотрены четыре варианта нагрузок.  Обнаружены 
асимптотики решений.  
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Введение.  1 Модели пространственных стержневых конструкций, как правило, 
статически неопределимы, и для их расчета на практике используют метод конечных 
элементов, реализуемый в стандартных инженерных программах [1]. В некоторых случаях 
[2] в качестве моделей реальных сооружений рассматриваются  их статически определимые 
упрощенные аналоги, для которых возможно получить аналитическое решение, свободное от 
известных недостатков численных решений, и позоляющее выполнять роль либо тестовых 
решений, либо находить предварительные оценки проектирумой конструкции.  

В [3-6]  методом индукции с применением системы Maple найдены аналитические 
решения  для определенияа прогибов плоских ферм. Обзор и сравнительный анализ 
аналитических решений задачи о прогибе ферменных конструкций выполнен в [7]. Формулы 
для определения прогибов пространственных ферм методом индукции выведены в [8-11]. 
Оценки первой первой частоты  собственных колебаний регулярных плоских ферм в 
зависимости от числа панелей выведены в [12-14], пространственных – [15-17]. В [18] 
проаналицирован спектр собственных частот семейства регулярных пространственных ферм 
и обнаружены некоторые закономерности распределения частот.  Некоторые теоретические 
аспекты существования статически определимых регулярных ферм рассмотрены в работе    
Р. Хатчинсона и Н. Флека [19].  

Схемы плоских ферм  регулярного типа и формулы для расчета прогиба и смещения 
подвижных опор и усилий в критических стержнях для произвольного порядка регулярности 
конструкции содержатся в справочнике [20].  В [21] приведено краткое описание алгоритма 
для аналитического расчета регулярных конструкций. Известны также аналитические 
решения для расчета строительных конструкций в системе Maple с использованием 
разложений решений в ряды по собственным функциям [21, 23]. 
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Схема конструкции. Две части рамы соединены центральным шарниром K и имеют 
в основании по углам  сферические опоры в узлах A и D, цилиндрический шарнир в узле B и 
вертикальную стойку в узле C (рис. 1-3). Ригель фермы имеет по n панелей в каждой части 
рамы. Боковые опорные части содержат по m панелей по высоте. Таким образом, 
конструкция имеет два независимых параметра регулярности, определяющие пропорции 
конструкции. Высота фермы 2mh, длина пролета (2n+1)a. Элементы фермы – одинаковые 
четырехгранные стержневые писрамиды высотой h=a [18]. 

 
 

Рис. 1. Равномерно распределенная узловая боковая по оси x нагрузка, n=5, m=3 
 

 
 

Рис. 2. Равномерно распределенная узловая боковая по оси y нагрузка, n=2, m=3 
 
Ферма состоит из 18( ) 9sn n m    стержней, включая девять стержней в опорах. Для 

расчета усилий в аналитической форме используется система Maple, в которой составляются 
и решаются уравнения равновесия узлов. Система уравнений ,GS T  где S  – вектор 
неизвестных усилий и девяти реакций опор [21], записывается в программе для 
произвольного числа панелей по высоте и по длине пролета. 
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Рис. 3. Равномерно распределенная узловая вертикальныя   нагрузка, n=2, m=3 

 
Расчет усилий. Начало координат находится на оси симметрии конструкции в ее 

основании (рис. 1). В программу заносятся координаты узлов с учетом симметрии 
конструкции. Для ввода информации о структуре решетки создаются списки номеров концов 
стержнй , 1,...,i si n   . Элементы матрицы G размером  s sn n системы уравнений 
равновесия представляют собой направляющие косинусы усилий:  

,1 ,2 ,1 ,2 ,1 ,2, , ,( ) / , ( ) / , ( ) / , 1,..., ,
i i i i i ix i i y i i z i i sg x x l g y y l g z z l i n           

 

где 
,1 ,2 ,1 ,2 ,1 ,2

2 2 2( ) ( ) ( )
i i i i i iil x x y y z z            – длина стержня i. Элементы матрицы G

вводятся в цикле по строкам. В каждых трех строках матрицы содержатся проекции 
единичных векторов усилий в стержнях, соединенных в  узле i  на оси x, y, z : 

,1 ,1 ,1

,2 ,2 ,2

3 2, , 3 1, , 3 , ,

3 2, , 3 1, , 3 , ,

, , ,

, , .
i i i

i i i

i x i i y i i z i

i x i i y i i z i

G g G g G g

G g G g G g
    

    

  

     
 

Для нахождения решения системы уравнений в символьной форме GS T  
используется  метод обратной матрицы: 1S G T . Встроенные операторы системы Maple из 
пакета LinearAlgebra работают в символьном режиме значительно медленней. 

Вычисление прогиба. Перемещение центрального узла K по направлению оси x при 
действии на боковую часть фермы узловой равномерно распределенной нагрузки в этом же 
направлении (рис. 1)  разыскивается с помощью интеграла Мора: 

 

9

1
.

sn
j j j

n
j

S s l
EF





 
                                                                     

(1) 

Здесь приняты стандартные обозначения: jS  – усилие в стержне j от действия 
внешних усилий, js  – усилие в этом же стрежне от единичной горизонтальной силы, 
приложенной к узлу K по направлению оси x, jl  – длина стержня, EF – жесткость стержней. 
Жесткость принята одинаковой для всех стержней фермы. Девять опорных стержней 
считаются жесткими и в сумму не входят. Вычисления прогиба ферм с последовательно 
увеличивающимся числом панелей по длине пролета при m=3 и h=a дают формулы: 
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3 3 3 3 2
1

3 3 3 3 2
2

3 3 3 3 2
3

3 3 3 3 2
4

(6360 800 1021 288 ) / (30 ),
(76648 9824 9485 3456 ) / (250 ),

(192472 22272 19411 7776 ) / (490 ),

(42680 4416 3649 1536 ) / (90 ),...

P a b c d h
P a b c d h
P a b c d h

FP a b c d h

EF
EF

EF
E

    

    

    

    

 

Здесь обозначены длины раскосов: 2 2 2c a b h   , 2 2 .d a b   При помощи 
операторов rgf_findrecur и rsolve системы компьютерной математики Maple можно 
вычислить общие члены последовательностей коэффициентов в полученных формулах: 

3 3 3 3 2
1 2 3 4 (2 1( ) / (5 ),)n P C a C b C c C nd h EF      (2) 

где  
2

1

2

3

2
3

4

4(366 1445 299 275) / (2 1),
8 (157 7) / (2 1),
(876 145) / 2,

432 / (2 1).

n n n n
n n

C
n

n

nC n

C
C

    
  

 

 

 
(3) 

Перемещение центрального узла K по направлению оси y при действии на боковую 
часть фермы узловой равномерно распределенной нагрузки в этом же направлении (рис. 2)  
разыскивается также с помощью интеграла (1). Прогиб в этом случае будет рассчитываться 
по формуле 

3 3 3 3 2
1 2 3 4( ) / ( ),n P C a C b C c C d b EF      (4) 

где 
5 4 3 2

1
4 3 2

2
3 2

3
3 2

4

(14 171 58 390 477 276) / (3(2 1)),
(80 8 32 24 5) / (2 1),
(48 43 41 14) / 2,
12 (8 2 2) / (2 1).

C n n n n n n
C n n n n n
C n n n
C n n n n n

      
     

   

    

 (5) 

Вертикальное смещение узла K  при действии вертикальной равномерно 
распределенной нагрузки (рис. 3)   также  определяется по формуле (1). Прогиб в этом случае 
имеет вид: 

3 3 3 3 2
1 2 3 4( ) / ( ),(2 1)n EF nP C a C b C c C d h      (6) 

где 
5 4 3 2

1
4 3 2

2
3 2

3
2 2

4

(706 3221 3528 1117 704 300) / 75,
(288 332 76 6 1) / 50,
(2 1)(144 186 66 5) / 50,
12 (6 4 1) / 25.

C n n n n n
C n n n n
C n n n n
C n n n

     
    

    

  

 (7) 

Наиболее простое решение получается для вертикального прогиба фермы в узле K 
при действии на этот узел сосредоточенной силы. В этом случае решение можно получить 
для произвольных параметров n и m. При m=1 получается следующая последовательность 
решений 
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3 3 3 3 2
1

3 3 3 3 2
2

3 3 3 3 2
3

3 3 3 3 2
4

(48 9 15 8 ) / (2 ),
(272 33 45 32 ) / (2 ),

(800 73 91 72 ) / (2 ),

(1760 129 153 128 ) / (2 ),...

P a b c d h
P a b c d h
P a b c d

c

EF
E
Eh

P Fb h
F

a d

F

E

    

    

    

    

 

Обобщение этих решений по n дает следующие формулы: 
3 3 3 3 2

1 2 3 4( ) / ( ),n P C a C b C c C d h EF      (8) 

где 
3 2

1
2

2
2

3
2

4

32 / 3 12 4 / 3 ,
4 1/ 2,
4 3 1/ 2,
4 .

C n n n
C n
C n n
C n

  
 

  



 
(9) 

При m=2 обобщением по n получаются коэффициенты: 
3 2

1
2

2
2

3
2

4

104 / 3 60 40 / 3 8,
16 1/ 2,
16 11 3 / 2,
8 .

C n n n
C n
C n n
C n

   
 

  



 
(10) 

Аналогично, при m=3 получаются коэффициенты: 
3 2

1
2

2
2

3
2

4

224 / 3 196 184 / 3 40,
36 1/ 2,
36 23 5 / 2,
8 ./ 9

C n n n
C n
C n n
C n

   
 

  



 
(11) 

Для получения зависимости коэффициентов от m требуется получить такие же 
решения при m= 4, ...,8. В результате обобщения решений  (9) - (11) с использованием 
операторов Maple получается зависимость  (8) прогиба узла K от двух параметров 
регулярности с коэффициентами: 

2 3 2 2 3 2
1

2 2
2

2 2 2
3

2
4

2((12 4) 6(2 1)( 1) 2(2 1)( 1) (6 9 3 2) ) / 3,
4 1/ 2,

2 2 4 1/ 2,
4 .

C m n m m m n m m m m m m n
C n m
C m nm nm n m n
C n m

            
 

     



 

Проверку полученного обобщения можно выполнить, сменив порядок изменяемых 
параметров, обобщив серию решений сначала по m, затем по n. 

Кривые зависимости (4) смещения  узла K по направлению оси y от величины 
поперечного размера рамы b при действии боковой распределенной нагрузки (рис. 2) в этом 
направлении для разных чисел панелей представлены на рис. 4. Используется безразмерная 
величина смещения: ' / ( ),n sEF P L  

  
где (4 11)sP P n  – суммарная боковая нагрузка, 

(2 1)L n a   – длина пролета. На кривых имеются точки минимума при b=3м независимо от 
числа панелей n.  
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Рис. 4. Зависимость относительного горизонтального смещения узла K от числа панелей в стойке,  

1 , 2a h м n   ; I  b=0,4м, II — b=0,8м 
 

Кривые зависимости прогиба от числа панелей имеют квадратичную асимптотику по 
числу n. Cредствами Maple можно получить: 2 2 2lim '/ 7 / (24 ).

n
n a b


   

Заключение. Предложенная схема пространственной фермы допускает 
аналитическое решение задачи о деформациях при различных видах нагружения. В 
зависимости прогиба от поперечного размера фермы при действии боковой (ветровой) 
нагрузки обнаружен минимум, позволяющий оптимизировать размеры конструкции для 
увеличения ее жесткости.  

 
Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ  22-21-00473. 
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The calculation of the deflection of the structure, which is a U-shaped frame, articulated in the middle of the 

span, is performed in the Maple computer mathematics system. The truss is regular, its order is determined by the 
number of panels in the crossbar and the number of panels in the side supports. A number of solutions obtained for 
structures with a different number of panels are generalized by induction to an arbitrary order of the truss. The forces in 
the elements of a statically determinate structure are calculated in symbolic form by the method of cutting out knots. 
The Mohr integral is used to calculate deflections. Four variants of loadings are considered. The asymptotics of the 
solutions are found. 
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