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Ðåøåíèå âûïîëíèë: ñò. ãð. À-14-06, Çèìàêîâ Îëåã.

Öèëèíäð ðàäèóñîì R íàõîäèòñÿ â çàöåïëåíèè ñ âðàùàþùèìñÿ äèñêîì ðàäèóñîì r è ãî-
ðèçîíòàëüíî äâèæóùåéñÿ ìóôòîé. Êðèâîøèï OA æåñòêî ñîåäèíåí ñ öèëèíäðîì. Ïîëçóí A,
øàðíèðíî çàêðåïëåííûé íà êðèâîøèïå, ñêîëüçèò â ïðîðåçè êóëèñû; OA = a. Ê øòîêó êóëèñû
ïðèëîæåíà ãîðèçîíòàëüíàÿ ñèëà ~F , ê äèñêó � ìîìåíòM . Ìàññà êóëèñû ðàâíàm1. Ìàññà ìóô-
òû ðàâíà m2. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ñèñòåìû. Çà îáîáùåííóþ êîîðäèíàòó ïðèíÿòü
óãîë ïîâîðîòà êðèâîøèïà ϕ.

Ðåøåíèå.

1. Êèíåìàòè÷åñêèå çàâèñèìîñòè

Îáîçíà÷èì êàê B òî÷êó êàñàíèÿ ìóôòû è öèëèíäðà. C - öåíòð äèñêà, à D - âåðõíÿÿ òî÷êà íà
ïîâåðõíîñòè äèñêà.
Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå êàê óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ϕ è å¼ ïðîèçâîäíûõ. Ðàññìîòðèì êèíåìà-
òè÷åñêèé ãðàô O → A :

VAx = VOx − aϕ̇ sinϕ; VAy = VOy + aϕ̇ sinϕ. (1)

Ïî óñëîâèþ çàäà÷è òî÷êà O íåïîäâèæíà (êàê è ñàì öèëèíäð), ïîýòîìó VOx = VOy = 0. Îòñþäà
ìû ïîëó÷àåì:

VAx = −aϕ̇ sinϕ; VAy = aϕ̇ cosϕ. (2)

Åù¼ îäèí ãðàô O → B. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïîëó÷èì:

VBx = VOx −Rϕ̇ sin
π

2
= −Rϕ̇; VBy = VOy +Rϕ̇ cos

π

2
= 0. (3)

Èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé, à òàêæå èç óñëîâèÿ çàäà÷è, ìû ïîëó÷èì, ÷òî ñêîðîñòü êóëèñû, î÷å-
âèäíî, ðàâíà:

VAx = −aϕ̇ sinϕ, VAy = 0. (4)

à ñêîðîñòü ìóôòû (òàêæå íàïðàâëåííàÿ òîëüêî âäîëü îñè x):

V2x = −Rϕ̇, V2y = 0. (5)

Íàêîíåö, âûÿñíèì óãëîâóþ ñêîðîñòü ω âðàùåíèÿ äèñêà, ñîñòàâèâ ãðàô C → D:

VDx = VCx − rω sin
π

2
; VDy = VCy + rω cos

π

2
. (6)

Çäåñü, î÷åâèäíî, ñêîðîñòè öåíòðà - íóëåâûå. Îòñþäà VDy = 0. Ïðè ýòîì ïîñòóïàòåëüíàÿ ñêî-
ðîñòü íà ïîâåðõíîñòè äèñêà â òî÷êå D áóäåò, êàê íåòðóäíî âèäåòü ïî ðèñóíêó, ðàâíà −V2x
(òàê êàê äèñê è ìóôòà êàñàþòñÿ öèëèíäðà, à ñîñòàâëÿþùèå ïî y - íóëåâûå). Îòñþäà èìååì:

ω = −R
r
ϕ̇. (7)



2. Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû

Ïî óñëîâèþ çàäà÷è óêàçàíû ìàññû òîëüêî äëÿ êóëèñû è ìóôòû, ñîâåðøàþùèõ òîëüêî ïîñòó-
ïàòåëüíûå äâèæåíèÿ. Ïîýòîìó âûðàæåíèå äëÿ ïîëíîé ýíåðãèè ñèñòåìû áóäåò èìåòü âèä:

T = T1 + T2 =
m1V

2
1

2
+
m2V

2
2

2
(8)

×òî, â ñîîòâåòñòâèå ñ ðåçóëüòàòàìè (4) è (5) äà¼ò:

T =
ϕ̇2

2
(A sin2 ϕ+B), (9)

ãäå A = m1a
2 è B = m2R

2 - çíà÷åíèÿ, íå çàâèñÿùèå îò ϕ.
3. Îáîáùåííàÿ ñèëà

Q =
1

ϕ̇
(−R

r
Mϕ̇− FV1x −m2gV2x) = −

R

r
M + aF sinϕ+m2gR. (10)

4. Óðàâíåíèå Ëàãðàíæà 2-é ñòåïåíè

d

dt

(
∂T

∂ϕ̇

)
− ∂T

∂ϕ
= Q (11)

Èìååì:
∂T

∂ϕ̇
= ϕ̇(A sin2 ϕ+B) (12)

d

dt

(
∂T

∂ϕ̇

)
= ϕ̈(A sin2 ϕ+B) + ϕ̇(2A sinϕ cosϕϕ̇) = ϕ̈(A sin2 ϕ+B) + ϕ̇2(A sin 2ϕ) (13)

∂T

∂ϕ
=
ϕ̇2

2
(2A sinϕ cosϕ) =

1

2
Aϕ̇2 sin 2ϕ. (14)

Òàêèì îáðàçîì, ïîäñòàâëÿÿ â (11) íàéäåííûå âûðàæåíèÿ (10), (13), (14) ñ ó÷åòîì îáîçíà÷åíèé
A è B, ïðèâîäÿ ïîäîáíûå ÷ëåíû, ïîëó÷èì èñêîìîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ñèñòåìû:

ϕ̈(m1a
2 sin2 ϕ+m2R

2) +
ϕ̇2

2
(m1a

2 sin 2ϕ) = −R
r
M + aF sinϕ+m2gR. (15)


